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  ي تكين ها ي غير خطي شرودينگر و بررسي جواب حل عددي معادله

  
  لادن شرفيان سيگارودي ،*سيد محمد حسيني

   ايران،تهران، دانشگاه تربيت مدرسگروه رياضي، دانشكده علوم پايه، 
  hossei_m@modares.ac.ir:  آدرس الكترونيكي- مسئول مكاتبات∗

  )7/10/86 : ؛ پذيرش27/4/84: دريافت(
  
  يدهچك

يكي از معادلات مطرح در مكانيك كوانتوم است كه غالباً جهت توصيف حركت موجي شـكل  ) NLS= Non linear Schordinger (ي غير خطي شرودينگر  معادله
 sub(و تقريبـاً بحرانـي   ) super critical(، ابر بحرانـي  ) critical(اين معادله به سه حالت كلي بحراني . رود ي اتم به كار مي ذرات كوچك مانند الكترون در هسته

critical (ي شرودينگر هاي عددي براي حل حالت بحراني معادله شود روش در اين مقاله سعي مي .شود تقسيم مي) CNLS ( در ابعاد مختلف ارائه شود، هم چنين
 تكـين   tهـاي كوچـك        ازاي بعضي مقادير اوليـه در زمـان         به CNLSهاي حاصل از حل عددي        جواب .گيرد  ها مورد بررسي قرار مي      اثرات گسسته سازي در جواب    

، اما با استفاده از تفاضلات متنـاهي جهـت تخمـين لاپلاسـين موجـود در معادلـه بـه جـايي                       ) شود  مشاهده مي ) Blowup(ها پاشندگي     در رسم جواب  ( شود    مي
وجود (تواند جواب موضعي نيزداشته باشد  شود كه مي  بود و ثابت مي خواهدCNLSي  ي گسسته شده تخمين دقيق تري از شكل اصلاح شده           رسيم كه معادله    مي

شـود و بـه ايـن      ي اصلاح شده حاصـل مـي        ي اصلي، معادله    هاي كوچك در شكل معادله      ايجاد پريشندگي  با ).جواب موضعي به معناي عدم پاشندگي جواب است       
 .له تا حدودي جلوگيري كردهاي حاصل از حل عددي معاد توان از وقوع پاشندگي در جواب ترتيب مي

  
  .ي غير خطي شرودينگر، پاشندگي، نوسانات كانوني و واكانوني ، گسسته سازي ، تكيني، جواب موضعي معادله :هاي كليديواژه

  
  :مقدمه  -1

  ):NLS(معادله غير خطي شرودينگر
0),( 2 =+∆+ ψψψψ σkxti t  

)1-1 (dxdxxxdRx ∂++∂=∆∈ ...
11

,
  

ي كلي  د به سه دستهگير  در آن قرار ميσdبا توجه به بازه اي كه 
 ):Fibich & Ilan 2003(شود  تقسيم مي

يا تقريباً  ) Sub Critical( را زير بحراني NLS باشد σd >2اگر ) 1
هاي معادله به صورت موضعي موجود  بحراني گويند در اين حالت جواب

 .است 
گويند در اين حالت ) Critical( را بحرانيNLS باشد σd= 2اگر) 2

هاي كوچك تكين  tبه ازاي بعضي مقادير اوليه در  لههاي معاد جواب
  .شود مي
گويند در اين ) Super Critical( را ابر بحراني NLS باشد σd<2اگر ) 3

هاي  tي بزرگي از مقادير اوليه در  هاي معادله به ازاي دسته حالت جواب
  .شود كوچك تكين مي

 k>0 را كانوني گويند و اگر NLS باشد k <0هم چنين اگر   
  . را واكانوني گويندNLSباشد
ي شرودينگر يكي از معادلات مطرح در مكانيك كوانتوم است  معادله  

رود  كه غالباً جهت توصيف حركت موجي شكل ذرات كوچك به كار مي
ي  در اين مقاله محاسبه. مانند حركت موجي شكل الكترون در اتم

و ضمن ارائه شود  شكل كلي شرودينگر از تبديل فوريه نشان داده مي
 بعدي آن با شرايط مرزي 2+1مفاهيم فيزيكي مربوطه ، شكل بحراني 

  .شود و اوليه حل مي
  
  ي شرودينگر شكل كلي معادله -2

 e ikx:تبديل فوريه با هسته 
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 dkikxekgxf ∫= )(
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 به e ikxي  ي هسته  بر پايهKتبديل تابع موج از فضاي اندازه حركت   
ين انتگرالگيري روي بازه باشد هم چن  ميXفضاي موقعيت 

),( در حالت كلي براي يك موج تخت ساده تابع موج . باشد مي∞−∞+
  : شود زيرتعريف مي

tiikxe ω−  
πυωكه   طول λتابعي ازω همان فركانس زاويه اي است و=2

  :آيد رابطه زير بدست مي) 1-2(از . باشد  يموج م

) 2-2 ( dktkiikxekgtxf )()(),( ω−
∫=   
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و انرژي جنبشي ρذره اي با اندازه حركت) 2-2(كه 
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ي شرودينگر حاصل  با استفاده از انتگرال گيري شكل كلي معادله
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  تئوري اساسي خودكانوني -3
  :شود  مي دو مشخصه مهم زير تعريفNLSبراي 

): شود در مباحث فيزيك نور توان پرتوي ليزر نيز ناميده مي( توان
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وقوع   ، يك شرط كافيNLSهاي حاصل از حل عددي  براي جواب
)(0: تكيني 0 <ψH و. است :πψ 2.86.1N)N( c0 ≅≥  

  نامند،را توان بحراني Nc. (باشد شرط لازم وقوع تكيني مي  
Papanicolaou & Fibich 1998) (0ψ مقدار ψ در زمان t=0است .  

1گوييم   مي:تئوري اساسي خود كانوني
0H∈ψ به ازاي t به صورت 

  : متناهي داشته باشد يعني1Hنرمψي موجود است اگر موضع
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 : به طوريكهctپاشنده است هرگاه وجود داشته باشدψگوييم  و مي
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 :گراديانL2ا پاشندگي نرم و اين معادل است ب

∞=⊥∇∫
→
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ctt
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lim ψ  

),(1لذا اگر 
H

rtψ كراندر باشد جواب به ازاي هرt به طور موضعي 
منفي ) k >0( واكانوني باشد NLSاگر . موجود است

معادل است با كراندار بودن نرم گراديان و در نتيجه ψH)(0بودن
بنابراين براي . )Fibich & Merle 2001 (جود داردجواب موضعي و

مورد بررسي ) شرودينگر بحراني (CNLSوقوع تكيني حالت كانوني 
  .گيرد قرار مي

ي  در بين حالات مختلف براي شناسايي ويژگي پاشندگي به معادله  
هاي  و هم چنين در بررسي) σd ≤2(پردازيم  شرودينگردو بعدي مي

 است گسسته سازي و وقوع پاشندگي σ=1كهبعدي خواهيم ديد زماني 
ها در معادله و  ارتباط نزديكي با هم دارند و نسبت به ايجاد پريشندگي
 مبناي σd =2 تغييرات اوليه بسيار حساس است لذا حالت بحراني

 .بررسي ما خواهد بود
 
  روي دايره  واحد CNLS حل عددي -4
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  :ي واحد است با شرايط زير  دايره رويψهدف به دست آوردن مقدار 

0)1,(,0)0,(,0,10

7375/2),1()(),0( 2

0

==≤≤≤

=−==

tt
dr
dtr

crcrr

ψψ

ψψ
  

  :و لاپلاسين

2

2

2

2

yx ∂
∂

+
∂
∂

=∆
ψψψ

  
),(),( :و تقارن شعاعي rtrt −=ψψ.   

  :توان نوشت  ميr، لاپلاسين را بر حسب rبا استفاده از تعريف 
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  :را به شكل معادله ديفرانسيل زير نوشته) 1-4(ي  معادله
)(),( 2ψψψψ +∆= irtt  

 ADAMS-BASHFORTH : اصلاحگر-و از روش عددي پيشگو   

ADAMS-MOULTON جهت حل عددي آن استفاده 2ي درجه 
ابتدا توسط فرمول پيشگو و مقدار  .)Fibich & Merle 2001 (شود مي
ψدر زمان t مقدار ،ψ در زمان t+dt كنيم  مي را پيشگويي)( preψ و

كنيم هم   را در فرمول اصلاحگر قرار داده و اصلاح ميpreψسپس
  : را با فرمول كرانك نيكسون ضمني∆ψچنين 
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  :كنيم و در نهايت داريم جايگزاري مي
  :ي پيشگو مرحله  
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  :ي اصلاحگر و مرحله
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  :چند نكته
 يك طرفه تخمين زده 4ي  لاپلاسين در مرزها از بسط مرتبه )1

  .شود مي
با توجه به اينكه روش ضمني است پس براي حل آن نياز به  )2

 .ي دستگاه و ضرايب ماتريس داريم محاسبه
كه ) 3-4(و ) 2-4(ي  ت دو معادله با توجه به اين كه سمت راس )3

),(  وpreψماتريس ضرايب مقادير مجهول rdt t+ψ را تشكيل 
 .شود دهند يكسان است لذا ماتريس ضرايب يك بار محاسبه مي مي
 
 روي CNLS  بررسي نتايج عددي مربوط به حل عددي-1 -4

  ي واحد دايره
 ازاي مقادير اوليه اي كه تواني كوچكتر ازتوان ها به جوابهاي پويايي

همان طور كه قبلاً . شود ها مشاهده مي بحراني دارند، به ازاي تمام زمان
هاي كوچك تكين   به ازاي برخي مقادير اوليه در زمانCNLSگفته شد 

 L2شود،حال در نتايج اوليه خواهيم ديد كه مقادير اوليه اي كه نرم  مي
ها در  راني بيشتر باشد باعث وقوع تكيني جوابها از توان بح آن

هاي حاصل از حل عددي به ازاي  شوند و در جواب هاي كوچك مي زمان
ها كمتر از توان بحراني باشد، نوسانات  آن L2مقادير اوليه اي كه نرم 

شوند و  ها خود كانوني مي شود و به عبارتي جواب واكانوني مشاهده مي
نتايج عددي ارائه شده بعضي حقايق در در . دهد پاشندگي رخ نمي

  .شود ها روشن مي ارتباط با اين نوسانات و پويائي
استفاده از مقدار اوليه  1 در شكل  
)1( 2

0 rc −=ψ7375.2كه=cشود كه  است باعث مي:  
Nc34.02

20 ≈ψ  
ها پاشنده  شود جواب بنابراين همان طور كه در شكل مشاهده مي  

  . دارندو نوسانات كانوني و واكانوني) باشند تكين نمي(نشده 
ها با تواني كمتر از توان بحراني، نوسانات كانوني  جواب عمومي رفتار  

شود خود   مشاهده مي2 و واكانوني است، يعني همان طور كه در شكل
هاي عددي  با بررسي. شود اين نوسانات متناوب نيستند كانوني مي

ها  هاي كوچكي در جواب  برآمدگيها و پوياييشده كهم شده معلوم انجا
آيد كه مصنوعي است و با تغيير مقادير  پديد مي) براي اين مقدار اوليه(

dt و drمشاهده 2بنابراين همان طور كه در شكل . كنند  تغيير مي 
و نوسانات كانوني و ) باشند تكين نمي(ها پاشنده نشده  شود جواب مي

  .ني دارندواكانو
  

  
)1( مقدار اوليه1شكل  2

0 rc −=ψ7375.2  ، براي=c، 01.0=dt، 
1.0=dr20و در زمان=t .  
  

  
)1(مقدار اوليه: 2شكل  2

0 rc −=ψ ،7375.2=c، 01.0=dt، 
1.0=dr3و در زمان=t .  
  

00)( استفاده از مقدار اوليه3در شكل  krcJ=ψ كه در
شود  باشد، باعث مي تابع بسل مي0J و c=465.4 و k=520.5آن
  :تا

Nc676.02
20 ≈ψ  

ها پاشنده  شود جواب ها مشاهده مي بنابراين همان طور كه دراين شكل
  .و نوسانات كانوني و واكانوني دارند) باشند تكين نمي(نشده 

Nc1/12:  داريم4در شكل 
20 ≈ψ  

  .در نتيجه جواب پاشنده شده است
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00)(مقدار اوليه : 3شكل  krcJ=ψ 520.5، به ازاي=k ،645.4=c10نزما و دو در=t20و=t. 

  
و بررسي وجود جواب ) 2+1( در بعد CNLS حل عددي -5

  موضعي
 :معادله شرودينگر
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هاي استاندارد عددي  كنيم كه در روش مفروض است بررسي مي

ي بسط چند بعدي مكاني و زماني گراديان و مشتقات گسسته ساز
بايست تكين  هايي كه مي شود كه جواب ، باعث مي)لاپلاسين(جزئي 

ي  باشند به صورت موضعي وجود داشته باشد يعني به جاي مشاهده
در اين . شود ها، نوسانات كانوني مشاهده مي پاشندگي در شكل جواب

مول بندي تفاضلات متناهي بخش اثر گسسته سازي چند بعدي در فر
NLSشود  با استفاده از يك شكل كلي معادله اصلاح شده، بررسي مي 

)Fibich & ILan 2003(.  
  

  
10)1(نمونه اي از يك جواب پاشنده به ازاي مقدار اوليه : 4شكل  2

0 r−=ψ ،
01.0=dt، 1.0=dr3و در زمان=t .  

  

  2 تفاضلات مركزي درجه -5-1
 بعدي به صورت زير NLS ،1+2 براي حل 2تفاضلات مركزي درجه 

  :شود ارائه مي
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ي  تخمين دقيق تري براي معادله) 2 -5( شبه گسسته NLSبنابراين 
  :باشد ي زير مي اصلاح شده
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 :)Fibich & ILan 2003 (هاي زير وجود دارد قضيه
  .ي زير در نظربگيريد را جواب معادلهψ :1ي  قضيه
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mHxبطوريكه  ∈)(0ψ 2و≥  n0آنگاه . عددي صحيح است> ε 

توان  ميرا اين قضيه .  وجود جواب موضعي استيك شرط كافي براي
 .تعميم داد)5 -5(ي  به معادله
در نظربگيريد به طوري ) 5 -5(ي  را جوابي براي معادلهψ :2ي  قضيه

)0,()(كه  0 xx ψψ يك ε 0<آنگاه .  عدد صحيح باشدm ≤2 و=
  . جواب موضعي استشرط كافي براي وجود

 CNLS) 1+2 بررسي نتايج عددي مربوطه به حل عددي -3 -5
  )بعدي

ي   و شرايط اوليهd=2 و σ= 1 با 1-5ي  در اين مرحله ابتدا معادله

 :گاوسي
22

0
yxCe −−=ψ   .شود حل مي 

به گونه اي انتخاب شده است كه توان اوليه بزرگ تر از =c 2,99 مقدار
)7.11(توان بحراني ≈cNشد، با  

NcN 2.103.14)0( 2

20 === ψ  
  :ي  با شرايط اوليهd=2 و σ= 1با ) 1-5(ي  سپس همان معادله

))(1(10 22
0 yx +−=ψ  

  : كه باز هم توان اوليه بزرگتر از توان بحراني است. شود حل مي
NcN 1.1)0( 2

20 ≈= ψ  
ي ابر بحراني با شرايط اوليه  و در نهايت يك معادله

2
5.1)(0

xex −=ψشود حل مي.  
به دليل عدم . باشد روش عددي به كار گرفته شده روش رنگه كوتا مي

، كل )4 بر خلاف بخش( جايگزيني لاپلاسين با يك روش ضمني 
توان از روش صريح حل كرد، و روش صريح رنگه كوتا  معادلات را مي
ي  هاي صريح ديگر از دقت بيشتر و زمان محاسبه نسبت به روش

 نتايج عددي ارائه ).Stoer & Bulirsh 1991 (برخوردار استكمتري 
ي وجود جواب   نشان دهنده3 -3 -5 الي 1 -3 -5هاي  شده در بخش

  )Fibich & ILan 2003 .(  جواب استموضعي و عدم پاشندگي
  ي گاوسي حل عددي با شرايط اوليه -1 -3 -5

فاده  است2از گسسته سازي چند بعدي درجه ) 1 -5(جهت حل عددي 
ي كافي كوچك  در اين روش طول گام زماني به اندازه. شده است
شود تا گسسته سازي زماني اثر چنداني نداشته باشد و در  انتخاب مي

 گسسته شده پاشنده نشده و NLSبينيم جواب   مي6 و 5شكل 
در صورتي كه جواب . متحمل نوسانات كانوني و واكانوني شده است

علت اين امر . شد ان متناهي پاشنده ميبايست در زم  ميNLSدقيق 
ي  تخميني است از معادله) 2 -5(ي گسسته شده  اين است كه معادله

 جواب موضعي 2ي  ، كه با توجه به اثبات قضيه)3 -5(ي  اصلاح شده
  .دارد

  
22مقداراوليه: 5 شكل

0
yxce −−=ψ 99.2و به ازاي=c،01.0=dt، 

1.0=dh  1و== yx3 و در زمان=t.   
  

  
22مقداراوليه: 6 شكل

0
yxce −−=ψ 99.2ازاي ، به=c،0005.0=dt، 

05.0=dh  1و== yx3 و در زمان=t.   
  
10)1)(( شرايط اوليه بحراني -2 -3 -5 22

0 yx +−=ψ  
با  )1-5( مشاهده كرديم، معادله 4 و در شكل 1بخش  همانطور كه در

10)1)((ي شرايط اوليه 22
0 yx +−=ψباشد   داراي جواب واگرا مي

Nc1.12:زيرا
20 ≈ψ.  

باحل دوباره  . مشاهده مي كنيم7در شكل نمونة جواب واگرا را مجدداً 
10)1)(( اوليه اين معادله با شرايط 22

0 yx +−=ψبا  
  
  
 

 
10)1)((: 7شكل  22

0 yx +−=ψ،01.0=dt ،1.0=dh 
،1== yx.  
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ها  ب جوا8 ، در شكل 3-5 الي 1-5هاي  هاي ارائه شده در بخش روش
  :شود نشده و نوسانات كانوني و واكانوني مشاهده مي) واگرا (پاشنده 

  

  
10)1)((  :8شكل  22

0 yx +−=ψ01.0و=dt 001.0 و=dh و
1== yx 3و در زمان=t رسم شده است.  
  

 و استفاده از روش 2ازي مركزي درجه بنابراين با استفاده از گسسته س
شود بلكه با توجه به  ها پاشندگي مشاهده نمي رنگه كوتا، در جواب

، پس از يكسري نوسانات نا منظم، رفتاري متمركز حول يك 9شكل 
  .محور دارند

  

  
10)1)((:9شكل  22

0 yx +−=ψ ،0,01dt= 0,001 وdh= ،1x=y= در زمان ،
10 t=.   
 
  ي ابر بحراني دي يك معادلهحل عد -3 -3 -5

  ):super critical NLS(ي ابر بحراني شرودينگر  در اين بخش معادله
06 =++ ψψψψ xxti  

و با شرايط اوليه  σ = 3 و=1dدر يك بعد مكاني 
2

5.1)(0
xex −=ψهاي معادله  فوق با شرايط  جواب. حل شده است

 Fibich & ILan(ن شود اوليه ذكر شده بايد در زمان كوچك تكي

هاي بيان شده در  وليكن حل اين معادله با استفاده از روش). 2003
  .زير را دارد نتايج 3 -5 الي 1 -5هاي  بخش

شود در شكل جواب   مشاهده مي11 و 10هاي  همان طور كه در شكل
 جواب 2 -5 در بخش 2دهد بلكه با توجه به قضيه  تكيني رخ نمي

شود، و اين  كسري نوسانات متمركز مشاهده ميموضعي وجود دارد و ي
 و روش صريح رنگه 2به علت استفاده از گسسته سازي مركزي درجه 

  .باشد كوتا مي
  

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

5.5

  
  .رسم شده استt=10در زمان  dh=01.0و dt=001.0 : 10شكل 

  

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

  
  رسم شده است=t 10در زمان =dh 0,001 و =dt 001: 11 شكل

  
   جمع بندي-6

ي شـــرودينگر بحرانـــي يكـــي از معـــادلات  از آن جـــا كـــه معادلـــه
هــاي مختلفــي جهــت حــل  كــاربردي در رياضــي فيزيــك اســت،روش

ــدام موفقيــت   ــر ك ــه ه ــه شــده اســت ك هــاي خــاص خــود را   آن ارائ
ــي       ــوع تكين ــوگيري از وق ــراي جل ــه ب ــاني ك ــيكن زم ــد، ل ــته ان داش

ــه اض ــ ــه معادل ــاربرد  شــود ايــن روش افه مــيشــرايطي خــاص ب ــا ك ه
هـاي    چنداني نداشته انـد و تنهـا روش گسـسته سـازي كـه در بخـش                

هـم چنـين   .  توضيح داده شـد نتـايج بهتـري ارائـه كـرده اسـت      5 و 4
ــه     ــيدن ب ــت رس ــوبي جه ــسبتاً مطل ــا روش ن ــه كوت ــريح رنگ روش ص

ــواب ــي  ج ــه م ــاي موضــعي معادل ــد ه ــاد  . باش ــا ايج ــر ب ــرف ديگ از ط
ي اصــلاح شــده   معادلــهNLSي  چــك در معادلــههــاي كو پريــشندگي

شـود كـه بـه ازاي تمـام مقـادير اوليـه، جـواب موضـعي                   اي حاصل مي  
ــا     ــه كوت ــريح رنگ ــازي و روش ص ــسته س ــددي گس ــا روش ع دارد و ب

  .ها دست يافت توان به اين جواب مي
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