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  چكيده
 ي خطي هاستمي حل سيبرا) Hypercube( يو فوق مكعب) Mesh( مش ي شبكه هاي بر رو ي مواز ي ها تمي الگور ي واجرا ي ساز ادهي بار پ  ني اول ي مقاله برا  نيدر ا 
 ي بودن آن اثبا ت منهيو به  سبه ارائه شده محاي هاتميلگورارزش تمام ا . استدهيارا ئه گرد) Preconditioned Conjugate Gradient) PCG توسط روش تزيتاپل

 يهـا  آنها با توجه به مثاليي تكرار و كارايو محاسبه زمان اجرا) Parallel Virtual Machine) PVM ارائه شده در نرم افزار ي ها تمي الگوري اجرانيهمچن. گردد
  . ارائه شده استتزي تاپلي هاسي ماتري برايعدد

  
  ي مش و فوق معكبيها و شبكهتزي تاپليهاسي ماترلف،ي كراي فضاري زيها روش،ي موازي خطيهاستمي س حل،ي محاسبات مواز:ي كليديهاواژه

  
  مقدمه
 توسط ي خطي هاستمي سي سازي در حالت موازياري بسي كارهاامروزه

، Chan et al 1989(است  خصوص انجام شده ني در اي متفاوتيسندهاينو
Gupta et al 1992 ،Gupta et al 1992، Gallivan et al 1989 ،Misra 

et al. 1993 ،Miranker 1971 ،Qinn 1990 ،Sameh et al. 1977 ،
Saad 2002 ،Saad 1988 ،Vagda 1993( .ي مقاله بر اساس ساختارهانيا 

 ي جبر خطي ها و با استفاده از تئورسي ضرب ماتري براي فوق مكعبديجد 
ها  دستگاهني حل ايرا مناسب بي ضربي هاسياتر ساختن مي كه برايعدد

، Anisimov 1999 ،Bitmead & Anderson 1980(است ارائه شده است، 
Bunch 1985 ،Davis  1979 ،Gupta et al. 1992 ،Strang. 1986( .وجه نيو ا 

 محاسبات را كاهش يدگيچي باشد كه پي مي قبلي كارهاري با سازعمدهيتما
 ,Berteskas et al., 1989 ،Saad ( روش مشسهي مقايدر ضمن برا.  دهديم

 منتظور به مطالب زير بدين.  بعنوان شاخص در نظر گرفته شده است)2002
  .كنيمبه عنوان مقدمه توجه مي

nnAدستگاه خطي زير كه در آن        ماتريس حقيقي، متقارن و معين     ×
  : شود را در نظر بگيريدمثبت فرض مي

)1(                     bAx =  
براي حل اين ) PCG )Preconditioned Conjugate Gradientروش 

كـه در آن    . شـود دستگاه بصورت ترتيبي توسط الگوريتم زير بيـان مـي         
00 , xr       مـاتريس  . باشـند  به ترتيب بـردار اوليـه و بـردار باقيمانـده مـي
nnC كه چگونگي محاسبه آن را     . ودش ماتريس پيش شرط ناميده مي     ×

  .با روشهاي استرانگ و چن در ادامه بيان خواهيم كرد
  

),,,(Pr 0 xxbAPCGocedure  
0)1.1:1 AxbroStep −←  

00)2.1 rCzSolve =  
00)3.1 zp ←  

doeconvergencuntiliforStep ,...2,1,0:2 =  
 ),/(),()1.2 iiiii pApzra ←   

iiii paxx +←+1)2.2  
iiii Aparr −←+1)3.2  

1 12.4) i iSolve Cz r+ +=  
),/(),()5.2 11 iiiii zrzr ++←β 

iiii pzp β+← ++ 11)6.2 
.forend  

 از رابطه زيـر بـه دسـت         PCGتوجه داريم كه كران خطا براي روش        
  .(Saad 2002) آيدمي
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كــه در آن
Akk xxe −= D در تكــرار  بــردار خطــاk ام و minλ 

و
maxλ            به ترتيب كوچكترين و بزرگترين مقادير ويژه ماتريس ضـرائب و 
Dx   دهـد هـر چـه مقـدار        اين رابطه نشان مـي    . باشد جواب دستگاه مي

min

max

λ
λ    هچنين از اين رابطه نتيجه .  كوچكتر باشد همگرايي سريعتر است

 بعـد از تعـداد      PCGبنـابراين روش    . نرخ همگرايي خطي است   . شودمي
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اما براي وقتي كه مقدار      . رسدتكرارهاي ثابتي به جواب واقعي مي     
min

max

λ
λ 

در واقـع تعـداد     . بزرگ باشد تعـداد تكرارهـا ممكـن اسـت زيـاد باشـد             
. ه مـاتريس ضـرائب بـستگي دارد        به مقـادير ويـژ     PCGتكرارهاي روش   

بنابراين انتخاب يك ماتريس پيش شرط مناسب ميتواند باعث انباشـته           
شدن مقادير ويژه در اطراف عدد يك شده و در نتيجه با كوچك شـدن               

مقدار  
min

max

λ
λ    استرانگ و چـن بـا قـضايا و         .  سرعت همگرايي افزايش يابد

اي پيش شـرطي از نـوع ماتريـسهاي         نتايج عددي نشان دادند ماتريسه    
چرخشي وجود دارد كه استفاده از آنها باعث افزايش قابل توجه سرعت            

. )Chan 1988 ،Chan et al 1987, 1989( شود ميPCGهمگرايي روش 
 مقداري  PCGكنيم تعداد تكرارهاي روش     بنابراين از اين پس فرض مي     

  .ثابت است و به ابعاد ماتريس ضرائب بستگي ندارد
 است كه در آن هر n ماتريس چرخشي ماتريس مرتبه :1 تعريف

ماتريس . آيدسطر با انتقال به راست چرخشي از سطر قبلي بدست مي
nnCچرخشي    : دهيم را به صورت زير نمايش مي×

),...,,( 21 nnn ccccircC =×  

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

= −

−

×

132

121

121

...
...

ccc

cccc
cccc

C nn

nn

nn ###
  

شود عناصر هر سطر با سطرهاي ديگر يكـسان         مشاهده مي همانطور كه   
است تنها با اين تفاوت كه هر سـطر نـسبت بـه سـطر قبلـي، بـصورت                   

  .چرخشي يك مكان به سمت راست انتقال يافته است
  .شود ماتريس فوريه بصورت زير تعريف مي:2تعريف
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  .شودرت زير تعريف مي ماتريس فوريه ترانهاده مزدوج بصو:3تعريف

njiw
n

F ji ,...,2,1,),(1 )1)(1( == −−∗  

FF ,Dمتقارن و يكاني ) Unitary(باشند و داريم مي:  
∗= FF T)(  

∗∗∗ ==== FFFFFFF TT ,)(,  
TFFFIFFFF )(1 ==⇔== ∗−∗∗  

  
  . سازي ماتريسهاي چرخشيقطري: 1 قضيه

 قابـل قطـري شـدن    Fيله  ماتريس چرخشي باشد آنگـاه بوس ـ    Cاگر  ) 1

  .(Davis 1979) است
ــر ) 2 ),,...,(اگ 10 ndiag λλλ=∆ و iλ ــژه ــادير وي  باشــند C مق

FFCآنگاه  ∧= ∗]10[.  
),...,( اگـر    : نتيجه 110 −= ncccCircC   و iλ       هـا مقـادير ويـژهC 

  .(Davis 1979)باشند آنگاه 
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)( مـاتريس مربعـي      :4 تعريف ijtT  گوينـد   )Toeplitz ( را تـاپليتز   =
),2,1,...,1,(,1,1:هرگاه ++=−= jiji ttnji  
4ماتريس : 1 مثال 4T   . تاپليتز است×

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=×

adef
bade
cbad
hcba

T 44

  

nnTبنابراين در حالت كلي ماتريس تاپليتز        )12( داراي حداكثر × −n 
همچنين از تعريـف مـاتريس      . باشدعنصر مجزا بر روي قطرهاي آن مي      

توان به اين نتيجه رسيد كه هر ماتريس چرخشي       چرخشي و تاپليتز مي   
  .تاپليتز است ولي هر ماتريس تاپليتز چرخشي نيست

bAx دستگاه :تعريف ماتريس تـاپليتز   A را تاپليتز گويند هر گاه=
  .باشد

  

  پيش شرطها -2
    معرفي پيش شرط استرانگ-1 -2

 نمايش  Cپيش شرط استرانگ يك ماتريس چرخشي است كه با حرف           
bAxدر حل دستگاه تاپليتز     . شودداده مي  ، پـيش   PCG بـه روش     =

  :شود بصورت زير ساخته ميAشرط استرانگ از روي ماتريس تاپليتز 
 و بـا اسـتفاده از       A از روي سطر اول ماتريس       Cسطر اول ماتريس    ) 1

kkرابطه  ac   .)Chan 1988, 1989 ،Strang 1986( شودساخته مي=
، بقيه سطرها با استفاده از انتقال  Cبعد از تشكيل سطر اول ماتريس       ) 2

. آيدبه راست چرخشي به اندازة يك مكان از سطرهاي قبلي، بدست مي           
هـاي  شـود بـه جـز در درايـه         اي كه به اين روش توليد مـي        Cماتريس  

بـا بكـارگيري روش   .  اسـت A مـاتريس  فرماي، بسيار نزديك به  گوشه
PCG     استرانگ، مقادير ويژه AC گردد انباشته مي » يك « در اطراف  −1

  .(Chan et al 1987) شودكه باعث كاهش عدد حالت مي
,4 در حالت  :2مثال =nA       ماتريس تاپليتز و متقارن، ماتريس C به  

  :شودروش استرانگ بصورت زير ساخته مي
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   معرفي پيش شرط-2 -2
bAx بــراي حــل دســتگاه تــاپليتز 1989در ســال روش چــن   بــا =

Fcاستفاده از يك پيش شرط بهينه توسط مينيم روش      
ACnim − 

پـيش شـرط در     . نامنـد  چـن مـي    PCGارائه شده است كه آن را روش        
روش . روش چن نيز همانند روش استرانگ يك ماتريس چرخشي است         

دي بهتر از روش استرانگ در كاهش عـدد حالـت           چن در آزمايشات عد   
ACماتريس   قضيه زير چگونگي ساخت پـيش شـرط   . كند عمل مي −1

ــي  ــان م ــن را بي ــدچ ــن  كن ، Chan 1988, 1989 ،Strang 1986(چ

Anisimov 1999(.  
 يـك مـاتريس     C يـك مـاتريس تـاپليتز و         A فـرض كنيـد      :2قضيه

  :چرخشي بصورت زير باشد

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

−

−−

−

011

201

110

ccc

ccc
ccc

C

n

nn

n

"
##

"
"

       چرخشي،
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        تاپليتز

  :شود توسط رابطه زير داده ميCهاي ماتريس در اين صورت درايه
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  متقارن است اگر و فقـط اگـر        Cشود كه    به سادگي مشاهده مي    :توجه
A عــلاوه بــر ايــن .متقــارن باشــدAC  اســت اگــر و فقــط اگــر =

)( ini aa −−=،1,...,2.1 −= ni . ــي ACيعن ــت اگــر  =  A اس
  .خودش ماتريس چرخشي باشد

  
 به روش   C ماتريس تاپليتز و متقارن باشد، ماتريس        A×44اگر  : 3مثال

  :شودچن بصورت زير داده مي

  :از رابطه چن داريم
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تـوان بـصورت     و متقارن باشد رابطـه چـن را مـي           تاپليتز A اگر :تذكر
  : تر زير نوشتساده

 )3(           1,...,1,0,
)(1 −=

−+
= − ni

n
ainia

c in
i  

  
   استرانگ و چن PCG حل دستگاه تاپليتز به روش -3

اگر براي حل اين دستگاه از روش     . را در نظر بگيريد   ) 1(دستگاه تاپليتز   
PCG        و پيش شـرط را       با پيش شرطهاي استرانگ يا چن استفاده كنيم 

  . از نوع چرخشي بناميم آنگاه مراحل زير را بايد انجام دهيمCماتريس 
   آماده سازي ماتريس پيش شرط-1 -3

 را  Cدر اين مرحله با يكي از روشهاي استرانگ يـا چـن بايـد مـاتريس                 
  درايه است كه بايد    2n شامل   Cبا توجه به اينكه ماتريس      . توليد كنيم 

  . انجام دادnO)(مقداردهي شوند اين مرحله حداكثر در زمان 
rCz حل دستگاه -3-2 =  

شـود كـه در هـر تكـرار بايـد            مـشاهده مـي    PCGبا توجه به الگـوريتم      
 مـاتريس چرخـشي     Cكه در آن    . حل گردد Cz=2 فرمدستگاهي به   

در اين جا روش حل اين      . شودان پيش شرط استفاده مي    و به عنو  . است
ــي  ــيح مــ ــتگاه را توضــ ــيمدســ ــي. دهــ ــر  مــ ــه اگــ ــيم كــ دانــ

),...,( 110 −=∧ ndiag λλλ   هــا مقــادير ويــژه ،C  باشــند آنگــاه 
FFC ∧= ــر    . ∗ ــدانيم اگ ــضيه مي ــين ق ــه هم ــين از نتيج همچن
),...,,( 110 −= ncccCircCباشد آنگاه :  

)4(    ∑
−

=

−==
1

0

1,...,1,0,
n

k

kj
ki niwcλ.                 

  :از طرفي داريم
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)/1.../1,/1(,)( 110
11

−
−−∗ =∧= ndiagFF λλλ  

  : توان نوشت بنابراين مي
)5(                             rFFz )( 1−∗ ∧=  

rCzرابطه اخير نشان ميدهد كه دستگاه        تـوان سـه عمـل       را مـي   =
FFهاي  كه در آن ماتريس   .  بردار انجام داد   -ضرب ماتريس  معلـوم  ∗,

011 توسـط    ∧−1اما ماتريس قطري    . باشندمي ,,..., λλλ −n   مـشخص 
بدسـت  ) 4( رابطـه  هستند كه از     C، مقادير ويژه ماتريس     iλ. گرددمي

  :اگر اين رابطه را به فرم ماتريسي در آوريم آنگاه. ميايند
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  :توان نوشتميF∗بنابراين با توجه به تعريف ماتريس 
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 در بـردار    F∗توان با ضرب ماتريس      رامي Cيعني مقادير ويژه ماتريس     
 ∧−1 بدست آورد كـه از آنجـا مـاتريس           Cمربوط به سطر اول ماتريس      

rCzدر واقع دستگاه  . نيز قابل محاسبه است     با چهار عمـل ضـرب       =
 بردار قابل حل اسـت بنـابراين پيچيـدگي زمـاني الگـوريتم              –ماتريس  

PCG     هاي الگوريتم مقدار ثابتي باشد بصورت       با فرض اينكه تعداد تكرار
)(),4()( :آيدزير در مي 22 nonkonT

PCG
==.  

  
    كاهش تعداد محاسبات با استفاده از تبديل سريع فوريه-4

 بـراي حـل دسـتگاه       PCGچنانچه گفته شد در هر تكـرار از الگـوريتم           
bAxتاپليتر  rCz فرم به  بايد دستگاهي= كه در آن .  حل گردد=

C        در اين قـسمت    . باشد ماتريس چرخشي حاصل از استرانگ يا چن مي
توان اين دستگاه را بـا اسـتفاده از تبـديل           نشان ميدهيم كه چگونه مي    

با تعـداد محاسـبات كمتـري    ) FFT: Fast Fourier Transform(فوريه 

-مي  را معرفي  FFTدا بطور مختصر روش     براي اين منظور ابت   . حل كرد 
  .كنيم

  هاي آن معرفي تبديل سريع فوريه و الگوريتم-1 -4
}اگر   }11,...., −na aaa          يك دنباله از اعداد باشـند تبـديل ∗DFT  آن 

}دنباله  }110 ,...,, −nbbbاست كه بصورت زير تعريف شده است .  

∑
−

=

−==
1

0

1,...,2,1,.
n

k

kj
kj njwab  

n :كه در آن  
i

ewi
Π

=−=
2

sn، اگر فـرض كنـيم       1,  آنگـاه   =2
  :توان بصورت زير نوشت را ميDFTتبديل 
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 را تبـديل    ايـم و آن    نوشته DFT را بصورت مجموع دو      jbكه در آن    

  .ناميم ميFFT)(سريع فوريه 
ــة  R-FFtروال بازگــشتي  ــه، دنبال ــراي محاســبه تبــديل ســريع فوري  ب

{ }110 ,...,, −= naaaA    بـــه عنـــوان ورودي پذيرفتـــه و دنبالـــه 
{ }110 ,....,, −= nbbbBدهد را نتيجه مي:  

),(Pr BAFFTRocedure −  
001 abthennif ←=  

else  
{ } { }),...,,,,...,()1 12/10220 −−− nn uuuaaaFFTR  
{ } { }),...,,,...,()2 12/10131 −−− nn vvvaaaFFTR  

1)3 ←z  
dontojfor 10)4 −=  

)2/mod()1.4 njj ub ←  
wzz ×←)2.4  

.forend  
ifend  

: وان نوشتتبراي ارزيابي پيچيدگي زماني الگوريتم مي
( ) 2 ( / 2) ( )
( ) ( log )

T n T n O n
T n O n n

= + ⇒
=

  
 توسـط كـولي و تـاكي ارائـه شـد كـه بـه                1965اين الگوريتم در سال     

با تبديل الگـوريتم بازگـشتي      .  نيز معروف است   Radix−2الگوريتم  
FFTR  بــــــه حالــــــت غيــــــر بازگــــــشتي الگــــــوريتم −
FFTITERATIVE  دنبالـه ورودي    Xكه در آن  آيد   به دست مي   −

  . دنباله خروجي در نظر گرفته شده استYو 
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),,(Pr nYXFFTITERATIVEocedure −  
nrStep log)1:1 ←  

dontoifor 10)2.1 −=  
.

2 : 0 1
2.1) 0 1

[ ] [ ]
.

endfor
Step for m to r do

for i to n do
S i R i
endfor

= −
= −

←

% # #
% # #

dontoifor 10)2.2 −=  
{ }ioftionrepresentabinarythebebbbLet r )...( 011−  

)...0...() 0111 bbbbji mmr −+−←  
)...1...() 0111 bbbbkii mmr −+−←  

.endfor  

.endfor  
dontoiendforforStep 10:3 −=  

][][ iRiY ←  
.endfor  

  

مقـدار  .  است2 تكرار در حلقه خارجي از گام log nاين الگوريتم داراي 
m    حلقه نشان دهنـده سـطح         به عنوان انديس اين mn−log  از 

تـرين  بنـابراين الگـوريتم مـورد نظـر از عميـق     . الگوريتم بازگشتي است  
سطح در الگوريتم بازگشتي شروع به كار ميكند و ماننـد هـر سـطح در             

 n عمـل ضـرب و       nالگوريتم بازگشتي در هر تكرار از الگوريتم تعداد         
.  است 2الگوريتم داراي دو حلقه است در گام        . دهدعمل جمع انجام مي   

حلقه .  تكرار است  nlog داراي   nحلقه خارجي براي ورودي به طول       
 nشـامل   شود كـه خـود      داخلي در هر تكرار از حلقه خارجي انجام مي        

بنـابراين زمـان    . گيرنـد تكرار است كه هر كدام در زمان ثابتي انجام مي         
)log(الگوريتم برابر    nnOدر هر تكرار از حلقه خـارجي دنبالـه     . است

R        توسط عناصر ذخيره شده در دنباله S         كه در تكـرار قبلـي الگـوريتم 
 X توسط دنبالـه     Rدر اولين تكرار دنباله     . ودشاند بهنگام مي  توليد شده 

 در  X دنبالـه    FFTدر پايان الگوريتم تبـديل      . شودمقدار دهي اوليه مي   
- به صورتي كه گفته مي     i از انديس    j,kانديس  . شود توليد مي  Yدنباله  

rnفـرض كنيـد     . آيـد شود به دسـت مـي      rm و   =2  داراي  0≥≥
)...(اگـر   .  بيـت باشـد    rايش دو دوبي شـامل      نم 011 bbbr−    نمـايش دو 

rmام از حلقه خـارجي    mباشد در تكرار     iدوبي    j انـديس  0≥≥
تواند صفر يا    مي mb بيت   i امين بيت با ارزش از       mتوسط صفر كردن    

 برابـر خواهنـد     i بـا    ,kjبنابراين هر بار يكي از دو انديس        . يك باشد 
  . بود
 كاهش محاسبات در حل دستگاه تـاپليتر بـا اسـتفاده از           -4-2

FFT   

nnC اگر   :3 قضيه اشـد آنگـاه دسـتگاه       ماتريس چرخـشي نـامنفرد ب      ×
rCz )log( در زمان = nnOقابل حل است .  

 با توجه به قضيه قطري سـازي ماتريـسهاي چرخـشي دسـتگاه              :اثبات
rCa   :توان بصورت زير حل كرد را مي=

rFFz
diag

FFC
Cz

n

)(
),...,,(

1

110

1

−∗

−

∗

−

∧=⇒

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

=∧
∧=

=

λλλ
  

FFكه در آن ماتريسهاي   به ترتيب ماتريس فوريه و ماتريس ∗,
 مقادير ويژه ماتريس iλهمچنين . باشندفوريه ترانسپوزه مزدوج مي

Cعمل ضرب ماتريس فوريه يا ماتريس فوريه ترانسپوزه . باشند مي
باشد وي بردار مفروض مي رFFTمزدوج در يك بردار معادل با عمل 

)(كه بجاي  2nO عمليات ميتواند در )log( nnOاز .  انجام گيرد
آيند كه بدست مي) 4( از رابطة Cطرف ديگر مقادير ويژه ماتريس 

 ميباشد به عبارت ديگر دنباله DFTدقيقاً معادل با تعريف 
{ }110 ,...,, −nλλλتوان از تبديل سريع فوريه دنباله  را مي
{ }110 ,...,, −nccc در )log( nnOبنابراين دستگاه .  بدست آورد

rCz )log( در زمان = nnOقابل حل است .  
rCzدستگاه : نتيجه )( به صورت = 1 FFz −∗  با استفاده از =∧

FF جهت ضرب ماتريسهاي FFTدو عمل   در بردار مفروض و نيز ∗
 و در نتيجه C جهت محاسبه مقادير ويژه ماتريس FFTيك عمل 

، در زمان ∧−1و در نتيجه محاسبه ماتريس  Cمحاسبه ماتريس
)log( nnOدر ∧−1توجه كنيد كه ضرب ماتريس . قابل حل است 

  . انجام گيردnO)(تواند در يك بردار با توجه به قطري بودن آن مي
  
   در حل دستگاه تاپليتزPCG بهينه سازي الگوريتم -5

ن دهيم ضرب ماتريس تاپليتز در بردار را با خواهيم نشادر اينجا مي
)log(توان در زمان  ميFFTاستفاده از  nnO به جاي زمان 

)( 2nO انجام داد كه به اين طريق تعداد محاسبات در هر تكرار از 
براي اين . اي كاهش خواهد يافت به طور قابل ملاحظهPCGالگوريتم 
 .Bunch 1985 ،Chan et al(  كنيمدا لم زير را ثابت ميمنظور ابت

1987 ،Gupta et al. 1992(.  
nnT اگر :لم  ماتريس تاپليتز باشد آنگاه ماتريس چرخشي بلوكي ×

22×C وجود دارد بطوريكه nnT  در جايگاه سطر اول و ستون اول آن ×
  .ر داردقرا

nnT فرض كنيد :اثبات از تعريف ماتريس .  ماتريس تاپليتز باشد×
شود كه هر ماتريس تاپليتز بطور يكتا توسط عناصر تاپليتز نتيجه مي

nnTاگر . سطر اول و ستون اول آن قابل تعريف است  را به صورت زير ×
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  .در نظر بگيريم
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⎡

=

−+

−

−−

×

1121

2

22

1112

21

xxx
x

x
xxx
xxx

T

nn

n

nn

n

nn

…
#

…
…
…

  

شود  كه بصورت زير تعريف ميCدهيم ماتريس چرخشي نشان مي
  .همان ماتريس مورد نظر است

),...,,,...,,( 122121 −++= nnnn xxxxxxCircC  
)12()12( به ابعاد Cواضح است كه ماتريس  −×− nn خواهد 

 بصورت زير ×22 بلاكي  را بصورت يك ماتريسCاگر ماتريس . بود
 و ×nn به ابعاد CC,2211در نظر بگيريم بطوريكه در آن ماتريسهاي 

)1()1( به ابعاد CC,1221ماتريسهاي  −×− nn باشند بايد نشان 
nnTC:دهيم ×=11  

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=×

2221

1211
22 CC

CC
C  

بنابراين . دانيم هر ماتريس چرخشي يك ماتريس تاپليتز استمي
 تاپليتز است در نتيجه هر بلاك از آن تاپليتز Cماتريس چرخشي 

 ×nn تاپليتز و از مرتبه 11Cبه عبارت ديگر ماتريس . خواهد بود
nnTCاوي دو ماتريس تاپليتز اكنون براي اثبات تس. است  كافيست 11,×

با توجه . ثابت كنيم عناصر سطر اول و ستون اول آنها با هم برابر است
  : داريمCبه تعريف 

),,,...,,( 122121 −++= nnnn xxxxxxCircC   
),,...,( برابر 11Cيعني سطر اول ماتريس  21 nxxx كه برابر با سطر 

nnTاتريس اول م از طرفي در هر ماتريس چرخشي هر سطر از .  است×
آيد در نتيجه چرخش سطر قبلي به اندازه يك مكان به راست پديد مي

 به صورت C عنصر آخر از سطر اول n−1با توجه به اينكه 
),...,,( 1221 −++ nnn xxxاند عناصر  در نظر گرفته شده
),...,,( 1221 −+− nnn xxx به ترتيب در موقعيت اول از سرهاي 
)2,...,1,( −nn11يعني ستون اول ماتريس .  قرار خواهند گرفتC 

Tبرابر 
nnn xxxx ),,...,( 12121  است كه برابر با سطر اول ماتريس −++

nnT nnTCدر نتيجه خواهيم داشت .  است×  و اثبات به پايان 11=×
  .رسدمي

nnT ضرب ماتريس تاپليتز :4 قضيه  در يك بردار ميتواند در زمان ×
)log( nnOانجام شود .  

nnT فرض كنيد :اثبات  n×1بردار دلخواه  x ماتريس تاپليتز و ×
Txyو هدف محاسبه . باشد با توجه به لم قبل ميتوان گفت .  باشد=

  . بصورت زير وجود داردC×22ماتريس چرخشي بلوكي 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= ×

×
2221

12
22 CC

CT
C nn  

با فرض 
Tn ��
 1

]0...00[0
−

  :توان نوشت مي=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ×

xC
Txx

CC
CT nn

212221

12

0  

  
 عنصر اول بردار سمت راست در رابطه بالا همان nبردار حاصل از 

Txyبنابراين براي محاسبه .  استyجواب مورد نظر يعني  = 
)12()12( از مرتبه Cكافيست ماتريس چرخشي  −×− nn را در 

]بردار  ]Tx0 ضرب نمائيم كه اين عمل را ميتوان از طريق FFT در 
)12log()12(زمان  −− nnانجام داد و اثبات قضيه به پايان مي -
  .رسد

 شامل دو عمل اساسي حل PCG با توجه به اينكه الگوريتم :نتيجه
rCzدستگاه   و ضرب ماتريس تاپليتز در بردار است و هر دو عمل =

)log( در زمان FFTتوان با استفاده از را مي nnO انجام داد بنابراين 
bAxبهترين الگوريتم ترتيبي براي حل دستگاه تاپليتز   به روش =

PCG داراي زمان )log( nnOاست .  
  
  FFTهاي موازي الگوريتم -6

كنيم كه  ارائه ميFFTدر اينجا روش تعويض دو دويي را براي موازي 
FFTITERATIVEميتني بر الگوريتم   .Kumar et a( باشد مي−

1994 ،Qinn 1990 ،Strang 1986.(ها فقط  در اين روش تعويض داده
 يك بيت با هم هايي كه در نمايش دودويي تنها دربين زوج پردازنده

اين روش را براي ساختارهاي مش و فوق . گيرداختلاف دارند انجام مي
مكعبي در حالتي كه هر عنصر ورودي در يك پردازنده در يك پردازنده 
قرار گيرد و نيز در حالتي چند عنصر ورودي در يك پردازنده قرار گيرد 

  .دهيممورد مطالعه قرار مي
  Hypercube)( شبكه فوق مكعبي -1 -6

NqqPفرض كنيد  q ∈≥=  پردازنده، در P بوده و تعداد 1,2,
 با ارتباط دادن هر qيك شبكه فوق مكعبي با بعد . دسترس باشد

 پردازندة مجاور كه هر كدام از لحاظ نمايش دودويي تنها qپردازنده با 
توجه داريم كه هر . آيددر يك بيت با آن اختلاف دارند به دست مي

 بيت است q توان با نمايش دودويي آن كه شاملپردازنده را مي
 منتظم نيز qتوان يك گراف اي را ميچنين شبكه. مشخص نمود

 دهد نشان ميp=32 اين ساختار را براي 1شكل . تلقي كرد
)Anisimov 1999 ،Akl 1989 ،Bitmead & Anderson 1980(.  
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  .P=2Jشبكه فوق مكعبي،  : 1شكل 

  
   هر عنصر در يك پردازنده-الف

 پردازنده موجود باشد nدر نظر بگيريد در يك شبكه فوق معكبي 
به . بطوريكه در هر پردازنده يك عنصر از داده ورودي قرار گرفته باشد

]عبارت ديگر اگر  ]iXni ),...2,1( هاي ورودي باشند آنگاه  داده=
]داده  ]iX در پردازندة iPاكنون الگوريتم .  فرار داشته باشد
FFTITERATIVE در هر يك .  را در نظر بگيريدRadix-2 يا −

] مقدار iP تكرار از حلقه خارجي پردازنده nlogاز  ]iR را بهنگام 
اي  از پردازندهSاز دنباله اي به داده iPبراي انجام اين عمل . كندمي

. كه در نمايش دودويي تنها در يك بيت با آن اختلاف دارد نياز دارد
 بطور طبيعي منطبق با ماهيت شبكه فوق FFTبنابراين محاسبه موازي 

اي كه تنها در يك چرا كه در اين ساختار هر دو پردازنده. مكعبي است
در اولين تكرار . اندمتصلبيت با هم اختلاف دارند بطور مستقيم به هم 

ترين بيت با هم هايي كه در با ارزشاز الگوريتم تمام زوج پردازنده
بطور مشابه در تكرار . كننداختلاف دارند با يكديگر ارتباط برقرار مي

هايي كه در دومين بيت با ارزش با هم دوم الگوريتم تمام زوج پردازنده
كنند و به همين ترتيب اين ر مياختلاف دارند با يكديگر ارتباط برقرا
 تكرار هر log nدر هر تكرار از . يابدروند در تكرارهاي بعدي ادامه مي

پردازنده يك عمل جمع و يك عمل ضرب و نيز يك عمل ارسال داده 
. دهداي كه به طور مستقيم به آن متصل است انجام ميبه پردازنده

يعني زمان . كشدطول ميبنابراين هر تكرار از الگوريتم زمان ثابتي 
log)( در شبكه فوق مكعبي برابر FFTالگوريتم موازي  nO خواهد 

)log(بنابراين هزينه الگوريتم برابر . بود nnOيعني .  خواهد بود
  .الگوريتم بهينه است

   چند عنصر در يك پردازنده-ب
 داده ورودي را بر روي يك n براي FFTفرض كنيد بخواهيم تبديل 

شود به  فرض مي〉nP پردازنده كه در آن Pشبكه فوق مكعبي با 
 هر دو تواني از دو باشند ,nPهمچنين فرض كنيد . دست آوريم

rdبطوريكه  nP 2,2 - قسمت به اندازهPدي را به  دنباله ورو==

Pnهاي  -كنيم و هر قسمت را در يك پردازنده قرار مي تقسيم مي/
...011خاصيت جالب در اين روش اين است كه اگر . دهيم bbbr− 

] باشد آنگاه iنمايش دودويي  ] [ ]iSiR اي قرار دارند كه  در پردازنده,
d 011 بيت با ارزش دودويي آن به صورت.. bbbd−اين خاصيت .  است

ها در طول نقش مهمي در تعيين تعداد برقراري ارتباط بين پردازنده
42 اين مطلب را براي 2شكل . اجراي الگوريتم دارد 2,2 == nP 

  .دهدنشان مي
  

  2.0P____1.0P____0.0P 
      |                 |                 | 
      |                 |                 | 

   2,1P____1.1P_____0.1P 
       |                 |                | 
       |                 |                | 

   2.2P_____1.2P____0.2P 
       |                |                 | 
       |                |                 | 

   2.3P____1.3P____0.3P  
  

  .3×4 شبكه مش با ابعاد :2شكل 
  

 )Akl 1989بنابر اشكال موجود در اين (دانيم طور كه مي همان
 بيت با ارزش با يكديگر اختلاف d=)2(عناصري كه انديس آنها در 

بنابراين تمام عناصري كه . اي قرار دارندهاي جداگانهدارند در پردازنده
بياد داريد كه .  قرار دارند بيت با ارزش يكسانند در يك پردازندهd در

nr شامل n براي ورودي به طول FFTتبديل  log= تكرار در 
 ام از حلقه خارجي عناصري كه mدر تكرار . حلقه خارجي است

 بيت با ارزش با هم اختلاف دارند با هم تركيب mيس آنها در اند
 تكرار اول الگوريتم با هم تركيب dدر نتيجه عناصري كه در . ميشوند

هاي يكساني قرار دارند و زوج عناصري كه در شوند در پردازندهمي
)(جريان  dr -شوند در پردازندهرار باقيمانده با هم تركيب مي تك−

هاي يكساني قرار دارند بنابراين در اين الگوريتم ارتباطات بين 
Pdاي فقط در جريان پردازنده log= تكرار از nlog تكرار انجام 

)(گيرد و در جريان مي dr اي چ ارتباط بين پردازنده تكرار ديگر هي−
تكرار d امين تكرار را از اولين iگيرد به عبارت ديگر در انجام نمي

باشند اي ميتمام عناصري كه يك پردازنده به آنها نياز دارد از پردازنده
. رزش با اين پردازنده اختلاف دارند بيت با اiكه در نمايش دودويي در 

Pnدر هر عمل ارتباطي تعداد  - عناصر بين دو پردازنده منتقل مي/
اي كه بطور از طرفي هر عمل ارتباطي فقط بين دو پردازنده. شوند

بنابراين زمان عمل ارتباطي . شوداند انجام ميمستقيم به هم متصل
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-اند انجام ميي كه بطور مستقيم به هم متصلافقط بين دو پردازنده
بنابراين زمان عمل ارتباطي در كل برابر . شود
PPntPt ws log)/(log از طرفي هر پردازنده در .  خواهد بود+

Pn تكرار تعداد Plogطول  اگر . كند را بهنگام ميR از عناصر /
 باشد زمان اجراي ctمختلط داراي زمان ثابت عمليات جمع و ضرب 

 P ورودي و n در شبكه فوق مكعبي با FFTالگوريتم موازي 
  .آيدپردازنده بصورت زير در مي

)log(loglog n
P
nOPtp

P
ntT scp =+=  

  :بنابراين هزينه الگوريتم برابر است با

)log(logloglog

.

nnOPntPPtPnt

TPCost

wsc

p

=++

==  

سرعت و كارآيي الگوريتم ميتواند بصورت . يعني الگوريتم بهينه است
  .زير بيان شود

PnttPPttnn
nPn

T
nnt

S

cwcs

P

c

log)/(log)/(log
log

log

++

==
  

)log/()log()log/()log1(

1

nctPwtnnctPPst

E

++

=

  

  Mesh)( شبكه مش -2 -7
crPيك شبكه مش شامل  ها  پردازنده است كه در آن پردازنده=×

jiP. اند ستون سازماندهي شدهc سطر و r در اي است كه  پردازنده,
jiPهاي ام با پردازندهiدر سطر  ,1 و −1, +jiP 1 و, −jiP و jiP  در +1.

 ×34 يك شبكه دو بعدي با ابعاد 2شكل . رت وجود متصل استصو
  .)Miranker 1971 ،Saad 1988( دهدرا نشان مي

 P در ساختار مش از n يك دنباله FFTفرض كنيد براي محاسبه 
اند استفاده  ستون سازماندهي شدهP سطر و Pپردازنده كه در 

rnهمچنين فرض كنيد .  تواني از دو باشدPبطوريكه . شود 2= 
dPو  -گذاري ميها بصورت ترتيب سطري شماره باشد پردازنده=2

ه در شبكه فوق ها به همان شكلي كها در پردازندهتوزيع داده. شوند
در واقع عنصري با انديس دودويي . گيردمكعبي بيان شد انجام مي

011... bbbr−011اي با نمايش دودويي  در پردازنده... bbbd−قرار مي -
همانند آنچه در شبكه فوق مكعبي داشتيم ارتباطات بين . گيرد

-از الگوريتم بين پردازنده تكرار logPاي فقط در طول اولين پردازنده
از . گيردهايي كه انديس آنها در يك بيت با هم اختلاف دارند انجام مي

ها در ساختار مش بطور طرفي برخلاف شبكه فوق مكعبي اين پردازنده
به اين ترتيب تبادل پيام بين دو . مستقيم به هم متصل نيستند

تر بطور كلي. فتپردازنده از طريق بيش از يك اتصال انجام خواهد گر
 گام لازم براي ايجاد Plog گام از Plogميتوان گفت در 

هاي شركت كننده در ارتباط در يك سطر قرار دارند و ارتباط پردازنده
. تون قرار دارندها در يك س گام باقيمانده اين پردازندهPlogدر 

ها در يك سطر يا يك ستون در هر يك از فاصله بين اين پردازنده
Plogشود در نتيجه اين فاصله از يك اتصال به  گام دو برابر مي
2/Pبنابراين مجموع زمان لازم براي انجام . يابد اتصال رشد مي

  : برابر است باSFش ارتباطات سطري درمش به رو

∑
−

=

+
12/

0
)2)/((

d

m

m
ws Pntt  

. مجموع زمان لازم براي ارتباطات ستوني نيز برابر همين مقدار است
 نمايش دهيم ctاگر زمان لازم براي عمل جمع و ضرب مختلط را با 

ده عمليات لازم  تكرار، هر پردازنnlogبا توجه به اينكه درهر تكرار از 
Pnرا براي  دهد بنابراين زمام اجراي الگوريتم  عناصر انجام مي/

  :موازي برابر است با

∑
−

=

++=
12/

0
2)(2log

d

m

m
wscP P

nttn
P
ntT  

)1(log(2log −++= P
P
ntPtn

P
nt wsc  

)log(2loglog n
P
nO

P
ntPtn

P
nt wsc =++≈  

  :هزينه الگوريتم برابر است با

)log(2loglog

.

nnOPntPPtnnt

TPCost

wsc

p

=++

==
  

log2)(م با شرط بنابراين الگوريت nOP log)( يا = nOP = 
توان به صورت زير بيان سرعت و كارآيي الگوريتم را مي. بهينه است

  :كرد
1

1 ( log ) /( log ) 2( ) /( log )s c w c

E
t P P t n n t P t n

=
+ +

  

  
log log

log ( / ) log 2( / )
c

p s c w c

t n n Pn nS
T n n t t P P t t n P

= =
+ +

  

  
  هاي مش و فوق مكعبي در شبكهPCG الگوريتم موازي -7

 در شبكه مش و فوق مكعبي FFTموازي هاي اكنون با داشتن الگوريتم
ريزي  را در اين ساختار طرحPCGبراحتي ميتوان الگوريتم موازي 

bAxدستگاه تاپليتز . نمود nnA را كه در آن =  ماتريس تاپليتز، ×
اين ماتريس با . حقيقي و متقارن معين مثبت است در نظر بگيريد

110ي عناصر قطر ,...,, −naaaفرض كنيد . شود مشخص مي
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SP 110 پردازنده شامل P و تعداد =22 ,...,, −PPPP در شبكه 

 P مضربي از nهمچنين فرض كنيد . مش يا فوق مكعبي موجود باشد
],,...,[اكنون بردارهاي . باشد 110 −= naaaa ،

],,...,,[ 1210 aaaaa n−= را كه از روي عناصر سطري ماتريس 
هر كدام از اين دو بردار را . د.شوند در نظر بگيري ساخته ميAتاپليتز

 قسمت تقسيم كرده و هر قسمت را كه شامل P به
P
n عنصر است در 

با توجه به اين مفروضات در ادامه عمليات . دهيمر مييك پردازنده قرا
  .دهيملازم براي حل دستگاه را توضيح مي

   آماده سازي ماتريس پيش شرط-الف
در اين جا نحوة آماده سازي پيش شرط چن را كه يك ماتريس 

دانيم طبق روش چن همانطور كه مي. دهيمچرخشي است توضيح مي
 متقارن A( شودزير داده مي) 2(ل  توسط فرموCهاي ماتريس درايه
  .)است

PRECONDFSETUPالگوريتم موازي   پيش شرط نوع چن را −
),,(كه يك ماتريس چرخشي بصورت  110 −= ncccCircC ،است 

  :كندتوليد و آماده سازي مي
),(Pr CAPRECONDSETUPFocedure −−  

paralledindoPtoifor 11 −=  
doPocessor iPr  

do
P
ntojfor )1(0 −=  

do
P
nik )1()1.2 −×←  

000)2.2 acthenkif ←=  

n
aknak

celse ji
j

)( −+
←  

ifend  
.forend  

.forend  
ina به دو دادة     1cتوجه كنيد كه براي محاسبة        نياز اسـت كـه     1a و   −

 در پردازنـده مـورد      ,aaهر دوي آنها با توجه به نوع توزيع بردارهـاي           
ــي  ــود م ــر موج ــندنظ ــام  . باش ــدا در گ ــه  2.1ابت ــتفاده از رابط ــا اس  ب

j
P
nik  انديس واقعي عنصر مورد نظـر پيـدا شـده و سـپس در        =×

واضـح  .  محاسـبه ميـشود    jcفرمول چـن مقـدار       با استفاده از     2.2گام  

)(است كه الگوريتم در زمان      
P
nO   گيـرد يعنـي هزينـه آن        انجام مـي

عـلاوه بـر ايـن ميـزان حافظـه مـورد            .  بوده و بهينه اسـت     nO)(برابر  
)2(استفاده در ايـن روش برابـر         nO  باشـد كـه از لحـاظ مـصرف          مـي

كـه علـت آن ذخيـره سـازي عناصـر سـطري             . حافظه نيز بهينه اسـت    
  .ماتريسها به جاي كل ماتريس است

rCz حل دستگاه -ب =  
rFFzبا توجه به رابطه      )( 1−∗  و نيز در نظر گرفتن اين مطلب        =∧

.  سريع فوريه محاسـبه اسـت   از طريق تبديلCكه مقادير ويژه ماتريس  
rCzالگوريتم موازي حل دستگاه      ريـزي  توان براحتـي طـرح     را مي  =

، Saad 1988 ،Vagda 1993 ،Misra et al. 1993 ،Joubert 1992( نمود
Kumar 1982 ،Heller et al 1978 ،Bitmead & Anderson 1980 ،

Demmel, et al1993(.  
110هــاي  در پردازنــده,zrفــرض كنــيم بردارهــاي  ,...,, −PPPP بــه 

  .صورت چند مولفه در يك پردازنده توزيع شده باشند

بطوريكه در هر پردازنده تعداد      
P
n       از عناصر دو بردار قرار گرفته باشند  .

. ها توزيع شـده باشـند     پردازندهها نيز در    iλهمچنين به همين صورت     
  .الگوريتم داراي مراحل زير است

} معكـوس روي دنبالـه       FFT انجام عمـل     -1 }110 ,..., −nrrr    و ذخيـره 
}تبديل در  }110 ,...,, −nzzz  

 بـر روي  FFT قبلا توسط عمـل  ∧−1 با فرض اينكه ماتريس قطري    -2
ــه  }دنبال }110 ,...,, −nccc و ذخيــره تبــديل در { }110 ,...,, −nλλλ و 

ــرار دادن  iiســپس ق λλ 1,0,...,1و=1/ −= ni و محاســبه شــده
 را بصورت زير انجام     Z در نمودار    ∧−1عمل ضرب ماتريس قطري   . است

i=0,…,n-1 iii. مي دهيم zz λ/←  
ــا-3 ــل  انج ــه FFTم عم } روي دنبال }110 ,...,, −nzzz ــرار دادن  و ق
nzz ii /← ,1,...,1,0 −= ni   ــتگاه ــواب دس ــه آن ج ــه نتيج  ك
rCz   .باشد مي=

 FFT در بردار معادل با عمـل       F∗دانيم ضرب ماتريس    همانطور كه مي  
.  معكـوس ميباشـد  FFT در يك بردار معادل با عمل   F و ضرب ماتريس  

شوند و واضح است كه هر دو عمل ماهيتا يك تبديل فوريه محسوب مي  
مـا بـراي تمـايز ايـن دو عمـل آنهـا را بـا                . wتنها تفاوت در توانهـاي      

FFTIFFT  بـصورت   FSOLVEالگوريتم موازي   . دهيمنشان مي ,
  :زير نوشته شود

),,(Pr rzcFSOLVEocedure  
),(:1 zrIFFTStep  

parallelindoPtoiforStep )1(0:2 −=  

do
P
ntojfor )1(0 −=  

jjj zz λ/←  
.forend  

.forend   
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),()1.3:3 zzFFTStep  
paralleindoPtoifor 10)2.3 −=  

0 ( 1)
n

for j to do
P

= −  

jjj zz λ/←  
.forend     

.forend  

)( در زمان    3.2,2 گامهاي   :آناليز الگوريتم 
P
nO  در . گيرنـد  انجام مي

شــود كــه اگــر از  اجــرا مــيFFT مــوازي  الگــوريتم1,1.3گامهــاي 
هاي بهينه تعويض دودويي يا ترانهاده استفاده كنـيم زمـان آن           الگوريتم

)log(در حالت چند عنصر در يك پردازنده برابر          n
P
nO   خواهد بـود  .

  :بنابراين خواهيم داشت

)log( n
P
nOTP =  

. ( log )Cost P T O n nP= =  
سرعت و كارآيي الگوريتم بـصورت زيـر بـه          . يعني الگوريتم بهينه است   

  .آيددست مي
( log )

( )
( )

T O n nSeqS O P
nTP O lig n
P

= = =  

(1)
S

E O
P

= =  

   ضرب ماتريس تاپليتز در بردار-چ
 جهـت حـل دسـتگاه       PCGيكي از عمليات اساسي كه در الگـوريتم         

-ريس تاپليتز در بردار مفروض مي     رب مات شود عمل ض  تاپليتز انجام مي  
دانيم كه ضرب مـاتريس تـاپليتز در يـك بـردار بـا            مي 4از قضيه   . باشد

استفاده از جاسازي ماتريس تاپليتز در يك ماتريس چرخشي از طريـق            
 بصورت موازي در سـاختارهاي مـش و فـوق مكعبـي             FFTسه عمل   
110 با مقادير    Aتز  اگر ماتريس تاپلي  . انجام داد  ,...,, −naaa   مـشخص 

110هـاي    با مؤلفه  Vشود و بردار     ,...,, −nvvv     آنگـاه  .  در دسـت باشـد
110هـاي    در پردازنـده   Vابتدا بـردار     ,...,, −PPPP     بـصورت چنـد 

بطوريكـه در هـر پردازنـده        . شـود پردازنده توزيع مي  مولفه در يك    
P
n 

ــد   ــود باشــ ــصر موجــ ــضيه . عنــ ــشي  4از قــ ــاتريس چرخــ  مــ
),...,0,,...,,( 12110 aaaaaCircC n−=′ كــــه يــــك مــــاتريس 

)2()2(چرخشي با ابعاد     nn - براي اين منظور در نظر گرفتـه مـي         ×
هـاي  بردار در پردازنـده   عناصر سطر اول اين ماتريس بصورت يك        . شود

110 ,...,, −PPPP          شـوند   بصورت چند مولفه در يك پردازنده توزيـع مـي

2nبطوريكه در هـر پردازنـده       
P

اكنـون اگـر مـاتريس      .  از عناصـر باشـد     
FFC را بصورت    ′Cچرخشي   آن  قطري سازي نماييم كـه در        ′∆∗−1

{ }121,...,, −=∆ no µµµوiµ     ها مقادير ويژه ماتريسC′ باشند  مي
 معـادل بـا عمـل ضـرب        Vآنگاه عمل ضرب ماتريس تاپليتز در بـردار         

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡∆−∗

0
)( 1 VFF       خواهد بود كه از طريق FFT انند آنچه براي حل     هم

rCzدستگاه    تايي بـا    n يك بردار    0( گفته شد قابل انجام است       =
 عنـصري حاصـل     n2توجه داريد كـه در بـردار        ). هاي صفر است  مولفه
دار كه در     عنصر اول بر   nتنها  

2
P انـد  هاي ابتدايي قرار گرفتـه     پردازنده

شـود عمـل   با توجه به آنچه گفتـه شـد نتيجـه مـي     . جواب مسأله است  
ضرب ماتريس تاپليتز در يك بردار قابل انجام صـورت مـوازي بـر روي               

)log2)2((هاي مش و فوق مكعبي در زمان شبكه n
P
nOاست .  

  
   در شبكه مش و فوق مكعبيPCGبي الگوريتم موازي  ارزيا-8

  . شامل عمليات اساسي زير استPCGالگوريتم موازي 
  seutpT=زمان آماده سازي ماتريس پيش شرط 

rCzTsolveزمان حل دستگاه  ==  
  multT=رزمان ضرب ماتريس تاپليتز در بردا

  :بنابراين ميتوان نوشت
Multsolvesetupp TTTT ++=  

2
( ) ( log ) ( log(2 ))

n n n
T O O n O np P P P

+ +  

( log )
n

T O nP P
=  

  :هزينه الگوريتم برابر است با
. ( . log )Cost P T O n nP= = 

  : و داريم. الگوريتم بهينه است
( log )

( )
( log )

T O n nseqS O P
nTP O np
P

= = =  

 برابر Pودن داراي سرعتي معادل علاوه بر بهينه ب يعني الگوريتم
  . استPCGالگوريتم ترتيبي 

  
   نتايج عددي-9

 و محاسبه زمان اجراي     PVMهاي بيان شده در     با پياده سازي الگوريتم   
 1هر تكرار، سرعت و كارآيي برنامه نتايج به دست آمده مطابق جـداول              

هاي محاسـبه سـرعت و كـارآيي بـصورت زيـر            فرمول. باشد مي 3 و 2 و
PTTكه در آن    . باشدمي  به ترتيب برابر زمان اجراي الگوريتم مـوازي         1,
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  .باشند پردازنده و زمان اجراي الگوريتم با يك پردازنده ميPبا 

( )
1

Speedup
TPS
T

=  

1( )
.

T
Effeciency E

P TP
=  

  
   به ملي ثانيهParallel PCGزمان هر تكرار از الگوريتم : 1جدول 

  پردازشگرهاتعداد 
32  16  8  4  2  1  N 

0.399  0.303  0.353  0.414  0.608  0.926  256 
0.371  0.384  0.463  0.414  1.044  1.721  512  
0.488  0.543  0.747  0.688  2.082  3.608  1024 
0.714  0.929  1.143  1.170  4.646  6.011  2048 
0.997  1.421  1.592  2.386  5.551  10.649  4096 

  

  Parallel PCGالگوريتم ) Speedup(سرعت : 2جدول

    تعداد پردازشگرها
32  16  8  4  2  1  N 

2.092  2.757  2.368  2.019  1.374    256 
4.635  4.481  3.718  2.283  1.648    512  
7.019  6.304  4.585  2.927  1.646    1024 
7.732  5.943  3.855  2.314  1.188    2048 
9.848  6.909  6.167  3.363  1.769    4096 

  
  Parallel PCGالگوريتم ) Efficiency(كارآيي : 3جدول 

   تعداد پردازشگرها
32  16  8  4  2  1 N 

0.065 0.172 0.296 0.505 0.687   256 
0.145 0.280 0.467 0.571 0.823   512 
0.219 0.394 0.573 0.732 0.823   1024 
0.242 0.371 0.482 0.578 0.594   2048 
0.308 0.432 0.771 0.891 0.884   4096 
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