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  چكيده
−∗كامل و ابر گروه     −nγاولين بار ابر گروه     در اين مقاله، براي      nγ     ابرگـروه  . كنـيم  كامـل را تعريـف مـيH را nγ−       كامـل گـوييم در صـورتي كـه بـراي هـر

n
nn HzzzS ∈∈ ),...,,(, 21σ  داشته باشيم )(. )( i

n
ii

n
i zz 11 == Π=Π γσ  گاه    كنيم هر    ثابت ميH  برگـروه    يك اnγ−     كامـل باشـد آنگـاهnγγ =∗ .

−∗ يك ابرگروه    Hابرگروه  .  يك ابر گروه كامل است     H كامل باشد آنگاه     −2γ يك ابرگروه  Hهمچنين، هرگاه    nγ             كامـل اسـت در صـورتي كـه داشـته باشـيم
γγγγ =≠ ∗∗

−
∗

nnn ,. −∗ يك ابرگروه Hكنيم ابرگروه   ثابت مي1 1γكامل است اگر و تنها اگر يك گروه آبلي باشد  . 
  

−∗هاي  كامل، ابرگروه−nγهاي   ابرگروه، ابرگروه :هاي كليديواژه nγكامل .  
  

  مقدمه
ــارتي، 1934اي جبــري در ســال ابرســاختاره ي  ، در كنگــرهتوســط م

ابرساختارهاي جبري كاربردهاي   . رياضيدانان اسكانديناوي معرفي شدند   
ي   يـك ابرگـروه در نظريـه      . زيادي در رياضيات محض و كاربردي دارند      

از D همـراه بـا ابرعمـل        Hي ناتهي     مارتي عبارت است از يك مجموعه     
HH   كه در قـوانين    Hهاي ناتهي     ي زيرمجموعه   ي همه   نوادهبه خا  ×

  .كند پذيري و تكثير صدق مي شركت
ي هم ارزي بـه طـور قـوي           هاي هم ارزيِ حاصل از يك رابطه        كلاس

هـا را نـشان       ي گـروه    هـا و نظريـه      ي ابرگـروه    منظم، ارتباط بين نظريـه    
، تعريـف كـرد و نـشان داد         2002را فرني در سـال      γي    رابطه. دهد  مي

*γ/H         ي  هـم ارزي بـودن رابطـه      .  يك نـيم گـروه آبلـي اسـتγ وي  ر
  .كنيم ها را اثبات مي ابرگروه
 را  Hابرگـروه   . كنيم  كامل را تعريف مي   −nγبخش پنجم، ابرگروه  در

nγ−صورتي كه بـه ازاي هـر      ييم در گوكاملn
n Hzzz ∈),...,,( و 21

nS∈σ داشــته باشــيم)(. )( i
n
ii

n
i zz 11 == Π=Π γσكنــيم  ثابــت مــي

nγγآنگـاه ،   كامل باشـد   −nγ يك ابرگروه    Hهرگاه   وه  بـه عـلا    .∗=
−∗اين بخش، ابرگروه  در nγدهـيم    نـشان مـي   . كنيم  امل را تعريف مي   ك

−∗ يك ابرگروه  Hابرگروه   nγ  صورتي كـه داشـته باشـيم       كامل است در
γγ =∗

n     و همچنين ابرگروه H    1 يك ابرگروه
∗−γ     كامل است اگـر و

  . يك گروه آبلي باشدتنها
  

   نمادگذاري و تعاريف اوليه 2
 مجموعـه   P*(H)اي نـاتهي و        مجموعـه  H فرض كنـيم     .1 . 2عريف  ت

 و  Hرا يـك ابـر عمـل روي         D باشـد؛    Hهمه زير مجموعه هاي ناتهي      
 را يك ابـر سـاختار يـا يـك ابـر گروهـوار گـوييم               ) D,H(جفت مرتب   

:*)(صورتي كه   در HPHH →×D  فـرض كنـيم    . يك تابع باشد
D     يك ابر عمل رويH2تصوير.  استHyx yxرا با Dتحت ).(∋ D 

yxدهـيم در واقـع        نشان مي  D   اي نـاتهي از       زيـر مجموعـهH  اسـت  .
اه قراردادهاي زيـر را   باشند آنگ  Hهاي ناتهي      زيرمجموعه B و   Aهرگاه  

  : گيريم در نظر مي
,:

,
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 را شركت پذير گوييم هرگاه به ازاي بـه ازاي    D ابرعمل    .2 . 2تعريف  
3Hzyxهر  )(: داشته باشيم),,(∋ zy D =zyx DD كه در اين .)(

  . را يك نيم ابرگروه گوييم) D,H(صورت 
  

را يك ابرگروه گـوييم در صـورتي        ) D,H(نيم ابرگروه    . 3 . 2تعريف  
  :، داشته باشيم∋Haكه به ازاي هر 

HaHHa == DD  
  . شود ه ميشرط فوق خاصيت تكثير ناميد
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 يـــك Kيـــك ابرگـــروه و ) D,H( فـــرض كنـــيم  .4 . 2تعريـــف 
KKKهرگاه.  است Hي ناتهي     زيرمجموعه ⊆D   آنگـاه)D,K (  يـك

 را يـك زيرابرگـروه      Kزير ابرگروهـوار    . شود   ناميده مي  Hزيرابرگروهوار  
   هرصورتي كه به ازايگوييم در

.KKaaK == DD    ,    Ka∈  
  

  .  باشدHاي روي   رابطهR فرض كنيم  .5 . 2نمادگذاري 
,)(بـه ازاي هـر      . الف HPAB  بـه صـورت زيـر       BRA، رابطـه    ∋∗

  : شود تعريف مي
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BRA  

توان به صورت زيـر تعريـف        را مي  BRAقبل،  با استفاده از قسمت     . ب
  : كرد

.:. aRbBbAaBRA ∈∀∈∀⇔  
  

  .  يك نيم ابرگروه استH فرض كنيم  .6 . 2تعريف 
 را مـنظم راسـت گـوييم هرگـاه بـه ازاي هـر               H روي   Rي    رابطـه . الف

3Hzyx   : داشته باشيم),,(∋
.ayRaxxRy DD⇒  

ي   رابطه. توان تعريف كرد    ي منظم چپ را نيز مي       طريق مشابه، رابطه  به  
Rرا منظم گوييم در صورتي كه منظم چپ و راست باشد  .  
شـود در صـورتي        را قوياً منظم راست ناميده مي      H روي   Rي    رابطه. ب

3Hzyxكه به ازاي هر  ∈),,(  
.ayRaxxRy DD⇒  
. تـوان تعريـف كـرد       قوياً منظم چـپ را نيـز مـي        به طريق مشابه، رابطه     

  .  را قوياً منظم چپ و قوياً منظم راست باشدRي  رابطه
  

. اي انعكاسـي و تقـارني اسـت          رابطـه  α فـرض كنـيم       .7 . 2تعريف  
 گوييم و با    α را بستار انتقالي     αي هم ارزي شامل       كوچكترين رابطه 

*αبنابراين . دهيم  نشان مي  
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n HxxxNnba ∈∃∈∃⇔∗
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,, nxbxa == 1  
.... nn xxxxx αααα 1321 −  

  
به ازاي هـر    . يك نيم ابرگروه است   ) D,H( فرض كنيم     .8 . 2تعريف  

2Hba   :  زير برقرارندهاي  رابطه),(∋
},),{(:)( HxxxH ∈=1β  

:),...,,()(,. n
nHn HzzzbanNn ∈∃⇔〉∈∀ 211 β
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H ββ
1≥
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H)(β ،Hn نباشــد آنگــاه Hهرگــاه تاكيــدي بــر نــيم ابرگــوه  )(β و

H)( 1β  را با ββn1 وβي  رابطـه . دهـيم   نشان ميβ  ي   يـك رابطـه
  .انعكاسي و تقارني است

  
ايـن صـورت    در. يك ابرگـروه اسـت    ) D,H( فرض كنيم     .9 . 2قضيه  

∗βي هم ارزي قوياً منظم روي  كوچكترين رابطهHاست  .  
  

  . ابرگروهوار باشند) H,′∗(و ) D,H( فرض كنيم  .10 . 2ف تعري
HHfتابع  . الف صورتي كه به   ولي گوييم در   را همريختي شم   :→′

2Hyxازاي هر  ∈),(  
).()()( yfxfyxf ∗⊂D  

  
يـك نـيم    ) H,′∗(يـك ابرگـروه و      ) D,H( فـرض كنـيم       .11 . 2لم  

HHfهرگاه    . ابرگروه است   Imf همريختي قوي باشد آنگاه      :→′
Hيك زيرابرگروه    . است′

  .)Koskas 1963 (.برهان
  

اي هـم      رابطه Rوه و   يك نيم ابرگر  ) D,H( فرض كنيم     .12 . 2قضيه  
  : در اين صورت احكام زير برقرارند.  استHارزي روي 

هـاي هـم      ، خانواده رده  H/Rاي منظم باشد آنگاه        رابطه Rهرگاه  ) الف(
  . يك نيم ابرگروه است) 1(، با ضرب Hارزي روي 

{ } .)(:,),,( 13 yxzzyxHzyx D∈=⊗∈∀  
هرگـاه  .  است Hارزي روي     ي هم    يك رابطه  Rبعكس، فرض كنيم    ) ب(

H/R    ي    يك نيم ابرگروه باشد آنگاه رابطه     ) 1( با ضربR   ي    يك رابطـه
  . منظم است

RHHبــا مفروضــات قــسمت الــف، هرگــاه ) ج( /: →Π نگاشــت 
به علاوه هر گاه    . يك همريختي پوشاي قوي است    Πتصوير باشد آنگاه    

)D,H (د آنگاه يك ابرگروه باش)⊗,/ RH (يك ابرگروه است .  
   .) Corsini 1970(. برهان

  
ي هم ارزي قويـاً مـنظم روي           يك رابطه  Rفرض كنيم    . 13 . 2قضيه  

  :در اين صورت احكام زير برقرار است.   استHنيم ابرگروه 
/,⊗. (الف RH (يك نيم گروه است .  
/,⊗(ه باشد آنگاه  ابرگروHهرگاه . ب RH (يك گروه است .  
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SHfفرض كنيم   . ج .  يك نيم گروه اسـت     S يك همريختي و     :→

ي هـم ارزي قويـاً     ، يـك رابطـه    F، وابسته بـه     Rي    در اين صورت رابطه   
  .  منظم است

   .)Marty 1970 (.برهان
  

در ايـن صـورت     . وه اسـت   يك نيم ابرگر   Hفرض كنيم    . 14 . 2نتيجه  
  : احكام زير برقراراند

  . يك نيم گروه استβ/H∗. الف
→∗نگاشت . ب βϕ /: HHيك همريختي قوي است  .  
 اسـت بـه طـوري    Hي هم ارزي روي  كوچكترين رابطهβ∗ي    رابطه. ج

  . ه است يك نيم گروβ/H∗كه 
  

 Hي ناتهي از نيم ابرگـروه          زيرمجموعه Aفرض كنيم    . 15 . 2تعريف  
 گوييم در صورتي كه به ازاي هـر         H را بك زير مجموعه كامل       A. است
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GHf يــك گــروه و G فــرض كنــيم  .16 . 2تعريــف   يــك :→

  . شود  به صورت زير تعريف ميfي  هسته. ريختي استهم
.})({ GxfHxKerf 1=∈=  
  

→∗ فرض كنيم     .17 . 2تعريف   βϕ /: HH   نگاشت تصويري است  .
  . دهيم  نشان ميHω گوييم و با Hرا قلب Hϕي  هسته

  
  فرض كنيم  . 18 . 2قضيه 

)(,/: HPBHHH
∗∗ ∈→ βϕ  
  در اين صورت . نگاشت تصويري است

)).(( BBB H
H

HH ϕϕωω
1−

== DD  

  .)Corsini 1970 (.برهان
  

=∗ يك ابرگروه باشد آنگاه H هرگاه  .19 . 2قضيه  ββ.   
  .)Corsini 1970 (برهان

  
ــذاري  . ار اســتيــك ابرگروهــو) D,H(فــرض كنــيم  . 20 . 2نمادگ

{ }HxxA  در نظـر    Hهـاي نـاتهي       اي از زيرمجموعه     را خانواده  ),(∋
  : گيريم كه در شرايط زير صدق كند مي

.)()(:),( φ=⇒≠∈∀ yAxAyxHyx ∩2  
HKbaxAayAb 2∈∈∈ ),)(()(  

:)(: ي     را روي مجموعه   ∗عمل    ابر xAK HxH ∈=  به صـورت زيـر      ∪
  : كنيم اختيار مي

).(: zAba
yxz D

∪
∈

=∗  

  
  :  بنابر نمادگذاري بالا، احكام زير برقرار است .5 . 3 . 2قضيه 

يـك نـيم    ) HK,∗(يك نيم ابرگروه است اگر و تنها اگر         ) D,H. (الف
  . ابرگروه باشد

يـك ابرگـروه    ) HK,∗(و تنهـا اگـر      يك ابرگروه است اگر     ) D,H. (ب
  . باشد
  ).Dessalvo 1982 (.برهان

  
  γي   رابطه3

 را تعريف كنيم و خواص ابتـدايي آن را مـورد            γي    در اين بخش رابطه   
}ي   را گروه متقارن روي مجموعهSnمطالعه قرار دهيم   }n,...,,21  در

  . توان تعريف زير را ارائه نمود حال مي. گيريم نظر مي
  

بـه ازاي هـر     .  يـك نـيم ابرگـروه اسـت        H فرض كنـيم      .1 . 3تعريف  
2Hyx   : كنيم  تعريف مي),(∋
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در اين صـورت احكـام   .  يك نيم ابرگروه است  H فرض كنيم     .2 . 3لم  

  . زير برقرار است
Nnnبه ازاي هر . الف ∈,γي متقارن است  يك رابطه .  
  . ي انعكاسي و متقارن است  يك رابطهγ. ب
  

فـرض كنـيم    . ي متقارن اسـت      يك رابطه  1γبنابر تعريف،   .  الف .برهان
1〉n در اين صورت هرگاه ،yx nγآنگاه داريم :  
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nnبنابر تعريف داريم    . ب γγ 1≥=  با توجه به قسمت قبـل، حكـم          و :∪
  . برقرار است

  
ارزي قوياً مـنظم روي نـيم         ي هم    يك رابطه  γ∗ي     رابطه  .3 . 3قضيه  

  .  استHابرگروه 
  

بـه ازاي هـر     . ارزي اسـت    ي هـم     يـك رابطـه    γ∗ بنابر تعريـف،     .برهان
3Hyxa    كهكنيم  اثبات مي),,(∋

.yaxayx γγ ⇒  
  : وجود دارد به طوري كه ∋Nn، آنگاه yxγفرض كنيم 
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ω    بنابراينωνγ 1+n   و در نتيجه

νγω. بنــابراينyaxaγ.    بــه طريــق مــشابه، هرگــاهyxγ آنگــاه 
ayaxγ.   ــيم ــرض كنـــ ــال فـــ ــورت  ∗yxحـــ ــن صـــ  در ايـــ
NmH m

n ∈∈ + ,),...,( 1
1 ωωωD         وجود دارد به طوري كه بـه ازاي 

  :  داريم∋Haهر 
⇒== mm yx γωγωωωω ..., 1DD  
.... yaaaaxa m == ωγωγω 1D  

ــابراين بـــــــه ازاي هـــــــر  xayaبنـــــ ∈∈ νω اعـــــــضاي ,
azaz mm 1111 ωω ∈∈ −− ــه     ,..., ــوري كـ ــه طـ ــد بـ ــود دارنـ  وجـ

γωνγ 11 −mzz ي هم ارزي قوياَ منظم راست         يك رابطه  γ∗ بنابراين   ....
ي هم ارزي قويـاً       يك رابطه  γ∗شود كه       به طريق مشابه، ديده مي    . است

  .منظم چپ است
   

در ايـن صـورت     .  يك نيم ابرگـروه اسـت      H فرض كنيم     .4 . 3نتيجه  
∗γ/H    ه هر گاه    به علاو . يك نيم گروه آبلي استH    يك ابرگروه باشد 

  .  يك گروه آبلي استγ/H∗آنگاه 
 Hارزي قوياً مـنظم روي        ي هم    يك رابطه  γ∗ بنابر قضيه قبل،     .برهان
2Hyxهرگاه به ازاي هر . است   داشته باشيم ),(∋

{ }2121 xxzzxx )/,( آنگاه   ⊗=∋ ⊗∗rH     يك نيم گروه اسـت  .
221فرض كنيم  S∈= )(σدر اين صورت داريم  : 

1221پــس  xxzxx ⊗===⊗ ω. بنــابراين)⊗∗ ,/γH ( يــك
 يك ابرگروه باشد آنگاه با توجه به بحث         Hهر گاه   . نيم گروه آبلي است   

  .استآبلي يك گروه γ/H∗بالا، 
  

در ايـن صـورت     .  يك نيم ابرگـروه اسـت      H فرض كنيم     .5 . 3قضيه  
∗γ ارزي قوياً منظم روي       ي هم   كوچكترين رابطهH      است به طوري كـه 
)⊗,/ RH (يك نيم گروه آبلي است. 

RHH نگاشت   .برهان /: →ϕ     فـرض  . يـك همريختـي قـوي اسـت
yxكنيم  nγ آنگاه  
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yyxx آبلي است، پـس       يك گروه  H/Rچون   === )()(, ϕϕγ و
yxبنابراين هرگاه   . xRyدر نتيجه    nγ     و در نتيجـهR⊆γ.   از طـرف

  .R⊆∗γي هم ارزي است، پس   يك رابطهRديگر چون 
شود در صـورتي كـه         جابجايي ناميده مي   Hنيم ابرگروه   .  6 . 3نتيجه  

2به ازاي هر    
21 Hzz ),( 1221 تساوي   ∋ zzzz هرگـاه  .  برقرار باشد  =

Hيي باشد آنگاه روابط  يك نيم ابرگروه جابجاβγ   . هم ارزند,
  

 Hاي ناتهي از نـيم ابرگـروه           زيرمجموعه M فرض كنيم    .7. 3تعريف  
شـود هرگـاه بـراي هـر           ناميده مي  Hي    مجموعه  زير−γ يك   M. است
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.  است Hابرگروه    اي ناتهي از نيم      زيرمجموعه M فرض كنيم     .8 . 3لم  

  : دراين صورت شرايط زير هم ارزند
1 2 (1) (2) 2 1 2, : .z x x x x x x z zσ σω γ ω γ ω∗∀ ∈ ∀ ∈ =  زيـر  −γيـك    M. الف⇒

  .  استHي  مجموعه
  .∋Myآنگاه yxγو ∋Mxهرگاه . ب
yxو ∋Mxهرگاه . ج ∗γ آنگاهMy∈.  

  ).Freni 2002(برهان 
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بـــه ازاي هـــر .  ابرگـــروه اســـتHفـــرض كنـــيم  . 9 . 3تعريـــف 
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ــف  ــيم  . 10 . 3تعري ــرض كن ــروه اســتHف ــه.  ابرگ ــتراك هم ي  اش
 ناميـده   H زيـر ابرگـروه جابجـاگر        D شـامل    Hهاي كامـل      زيرابرگروه

  .دهند  نشان ميD(H)شود و آن را با  مي
  

در اين صورت احكـام     .  يك ابرگروه است   Hفرض كنيم    . 11 . 3نتيجه  
  : استزير برقرار 

  .  استH يك زير ابرگروه كامل از D(H). الف
  . پذير است  وارونH در D(H). ب
 D 2هاي كامل و شامل     ي زيرابرگروه   اشتراك همه ) c)2Dفرض كنيم . ج
 . c)2D = (D(H)در اين صورت .  استHاز 

  .)Freni.1987 (برهان
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در ايـن صـورت     .  ابرگروه جابجايي است   H فرض كنيم     .13 . 3نتيجه  

HHD ω=)(.  
βγ ، روابط    6 . 3 بنابر نتيجه    .برهان ارزنـد پـس حكـم برقـرار           هـم  ,
  . است

  
 Hاي نـاتهي از ابرگـروه         رمجموعـه  زي M فـرض كنـيم       .14 . 3قضيه  
  : در اين صورت احكام زير برقرار است. است
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 يك γدر اين صورت .  يك ابرگروه است H فرض كنيم.15 . 3قضيه 
  .  استHي متعدي روي  رابطه
  ).Freni 2002 (برهان

  
   كامل *n– كامل و n–هاي   ابرگروه-4

كوزكاس و ديـسالو ايـن   .  كامل را ماگليورتو تعريف كرد     n–هاي    ابرگروه
تـوان بـه      جهت كـسب اطلاعـات بيـشتر مـي        . مبحث را گسترش دادند   

   . مراجعه كرد15 و 9مراجع شماره 
  
در .  است Aي    ي روي مجموعه     رابطه R فرض كنيم    .1 . 4دگذاري  نما
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APS)(اين صورت به ازاي هر  .)(:)( داريم ∋∗ xRSR sx∈= ∪  
بـه ازاي هـر     .  يـك نـيم ابرگـروه اسـت        Hفـرض كنـيم      . 2 . 4تعريف  

2≥nH نــيم ابرگــروه–nه ازاي شــود هرگــاه بــ  كامــل ناميــده مــي
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 كامل است اگـر و تنهـا اگـر          n– يك ابرگروه    H ابرگروه    .3 . 4قضيه  

ــر   ــراي ه nب
n Hzzz ∈),...,( ــر  21 ــراي ه iz و ب
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= 1)(βبرقرار باشد  .  

   .)Koskas. 1992 (برهان
⊇+1. الف nn ββ.   
+1. ب

∗∗ ⊆ nn ββ.  
  . مراجعه شود7به مرجع شماره . برهان

  
nββ كامل باشد آنگاه n– يك ابرگروه H هرگاه  .5 . 4قضيه  =∗.  
  ) Koskas 1992. (برهان

  
بـه مثـال    . ها برقرار نيست     در حالت كلي براي نيم ابرگروه      .5. 4قضيه  

  . زير توجه كنيد
}ي     مجموعه .6 . 4مثال   }dcbaH  در نظـر    D را بـا ابرعمـل       =,,,

  . گيريم مي
d c  b  a  D  

a,c  a,c  a,b  a,b,c  a  
b,c  b,c  a,b,c  a,b  b  

a,b,c  a,b,c  b,c  a,c  c  
a,b,c  a,b,c  b,c  a,c  d  

   

3Hzyx يك نيم ابرگروه است و به ازاي هر    Hرت  در اين صو   ∈),,( 
}تساوي   }cbazyxzyx ,,)()( == DDDD  بنـابراين  .  برقرار است

H كامل است و -3 يك نيم ابرگروه  ddβ اماdd 3βبرقرار نيست  .  
كـه بـه ازاي هـر        را كامل گـوييم در صـورتي         Hابرگروه   . 7 . 4تعريف  

2Hyx yxyxCداشته باشيم ),(∋ DD =)(.   
  

 كامـل اسـت اگـر و تنهـا اگـر بـه ازاي هـر                 H ابرگـروه     .8 . 4قضيه  
2Hyxyxa ∈∈ ),(,D تساوي yxaC D=)(باشد .  

  ) Corsini.2003. (برهان

HHxxفــرض كنـيم   . 9 . 4تعريـف    H در x وارون راســت ′∋∋
 وجود داشته   ∋Heشود در صورتي كه عضو هماني راست          ناميده مي 

xxeباشد به طوري كه      ′∈ D.       توان    به طريق مشابه، وارون چپ را مي
 fشود در صورتي كه عضو همـاني           ناميده مي  xوارون  ′x. تعريف كرد 

xxxxfوجود داشته باشد به طوري كه  D∩D ′′∈.   
  

شود در صورتي  پذير ناميده مي  برگشتHابرگروه منظم . 11 . 4تعريف 
3Hzyxكه به ازاي هر    :  در شرايط زير صدق كند),,(∋
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در ايـن صـورت     .  يك ابرگروه كامل است    Hض كنيم    فر .12 . 4قضيه  

  : احكام زير برقراراند
  .  استHمجموعه اعضاي هماني Hω. الف
  . پذير است  منظم و برگشت H. ب

  ) Koskas. 1992. (برهان
  

+1 هرگاه .13 . 4قضيه 
∗∗ = nn ββ 21 آنگاه +

∗
+

∗ = nn ββ.   
  ) Desalvoo.1980. (برهان

  
Nnnn فــرض كنــيم بــه ازاي .14 . 4نتيجــه  ∈= +

**
1ββ در ايــن  

.*صورت  nββ =   
  بنابر قضيه قبل،. برهان

....... **** ==⊆ +121 nn ββββ  
  از طرف ديگر 

*. ntNttNt ββββ =⊆= ∈∈ ∪∪  
∗∗پس ⊆= nn ββββ φβ 15 .4قراردادن , =∗

D  
  

 ∋Nnهرگـاه  .  يـك ابـر گـروه اسـت     H فرض كنيم  16 . 4تعريف  
ββوجود داشته باشد به طوري كه        =∗

D   و β=ββ≠β ∗∗
−

∗
nnn ,1 

−∗آنگاه ابر گروه     n      ابر گروه    . 17 .4نتيجه  .  كامل ناميده مي شودH 
−∗ابـــــر گـــــروه  n  ــا اگـــــر  كامـــــل اســـــت اگـــــر و تنهـــ

∗
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∗
−

∗ ∈≠ nnnn ββββ 11 ,.   
  

 1−∗ ابر گـروه     H گروه است اگر و تنها اگر        Hابر گروه   . 18. 4قضيه  
  .كامل باشد

در ايـن صـورت بـه ازاي هـر          .  يك گروه اسـت      H فرض كنيم    .برهان 
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2121 1 Hzzzz ∈= ⊇∗ ثابت مـي كنـيم       ),( 12 ββ .   چـون

11 ββ 12 ، پس كافي است كه نشان دهيم     ∗= ββ فرض كنـيم   . ⊇
yx 2β 2 ، در اين صورت

21 Hzz    وجود دارد به طوري كه ),(∋
.},{ yxzzyx 121 β⇒⊆  
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در ايـن   . كامـل اسـت      −n يك ابر گروه     H فرض كنيم    .19 . 4قضيه  
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  .  كامل است−nγ يك ابر گروه Hن بنابراي
  

در اين صورت به ازاي هر      .  يك ابر گروه است      H فرض كنيم     .4 .5لم  
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σγ=1بنابراين به ازاي  ،yx n و در نتيجه nγ=γ ∗.  
  

به مثال  . ار نيست   ها برقر    در حالت كلي براي نيم ابر گروه        .5 .5قضيه  
  .جه كنيدزير تو
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  . استH زير مجموعه ي −γ يك 
  

 يك ابر H كامل باشد آنگاه     −2γ يك ابر گروه     H هرگاه   .8 .5نتيجه  
  .گروه كامل است
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ــر   ــرف ديگــــــــــــــ Dwxطــــــــــــــ mwy و =  و در =

y(A)()x(A(نتيجه
HKn

∗γ.  
  . ، حكم برقرار است20 .2مادگذاري بنابر ن.  الف ⇐ج 
  

 n≤2 يك ابر گروه اسـت  بـه ازاي هـر             H فرض كنيم    .15 .5قضيه  
  : احكام زير برقراراند 

HHn. الف )( γ=γ اگر و تنها اگر 
HKHn )( γ=γ.   

∗∗. ب  =
HKKHn γγ )(.  

  
HHnض كنيم   فر. الف  . برهان )( γ=γ          كافي است كـه نـشان دهـيم ، 

KHnKH )(γγ vu فـــرض كنـــيم  ⊇ KHγ  در ايـــن صـــورت ، 
2H)y,x(  ∋y(Av( و   ∋Au)x(وجود دارد به طوري كه      ∋
yxيجه  و در نتHyxγپس .  HKn )(γ و vu KHn )(γ .   

KHKHnبعكس ، فرض كنيم      γγ  ، كافي است كـه نـشان دهـيم          )(=
HnKH )(γγ ــيم  ⊇ ــرض كنـــ ــورت  yxγ فـــ ــن صـــ  ، در ايـــ
)y(AK)()x(A Hγ .     ، بنابر فرض)()()( yAxA KHnγ   در  و

yxنتيجه  Hn )(γ.  
  .مشابه قسمت الف ، حكم برقرار استبنابر تعريف و . ب
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)3H)x,b,a به ازاي هر .16. 5لم    :  احكام زير برقرارند ∋
baهرگاه . الف γ آنگاه xbxa n DD 1+γ .   
baهرگاه . ب γاه آنگbxax n DD 1+γ.  
  

ــان ــيم  .برهـ ــرض كنـ ba فـ γ   ــضوهاي ــورت عـ ــن صـ  ، در ايـ
n

n H)z,z,z( ــه   nS∈σ و21…∋ ــوري ك ــه ط ــد ب ــود دارن  وج
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xbxa n DD 1+γ .  
  . مشابه برقرار استبه طريق. ب
  
)3H)x,b,a به ازاي هر  .17 . 5. لم   : احكام زير برقرار اند ∋
baهرگاه . الف ∗γ آنگاه xbxa n DD ∗

+γ 1 .   

baهرگاه . ب  ∗γ آنگاه bxax n DD ∗
+γ 1 .   

baفـــرض كنـــيم . الـــف . برهـــان  ∗γاي  در ايـــن صـــورت اعـــض
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m H)z,,z(  وجـــــود دارنـــــد بـــــه طـــــوري كـــــه  1…∋
bzzzza mnmn =γβ= −121    با استفاده از لم قبل ، …
xbxzxzxzxzxa mnmn DDD…DDD =γγ= +−+ بــه 11211

xbxaعبارت ديگر  n DD ∗
+γ 1 .   

  .  به طريق مشابه ، حكم برقرار است.ب 
φ=γ . 18 .5قرارداد  ∗
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 يـك   H يك ابر گروه جابجايي است و براساس نتيجه قبل ،            Hبنابراين  
  .  يك گروه آبلي است H كامل و در نتيجه 1−∗ابر گروه 

−γ∗ يك ابـر گـروه       H . 22 .5نتيجه   n            كامـل اسـت اگـر و تنهـا اگـر 
∗γ n/Hيك گروه آبلي باشد .  
   

−γ∗ هر ابر گروه متناهي يك ابر گروه .23. 5ه قضي n كامل است  .  
γ⊆γ⊇… متناهي باشـد آنگـاه زنجيـر         Hاگر ابر گروه    . برهان   ∗∗

21 
γ=γ وجـــود دارد بـــه طـــوري كـــه ∋Nnايـــستا اســـت و  ∗

n و 
∗∗

− γ≠γ nn 1.   
  

در ايـن   .  كامل است    −nγ يك ابر گروه     H فرض كنيم    .24 .5قضيه
nmصورت   −γ∗ يك ابر گروه     H وجود دارد به طوري كه       ≥ m كامل 

  .است
  

nγ=γ=γ داريم   .برهان nm ، پس    ∗ وري كه   وجود دارد به ط    ≥
γ=γ ∗

mو γ≠γ ∗
−1m.  

  
2 به ازاي هر .25. 5قضيه 

Hw)m,v(   :احكام زير برقرار اند ∋
wvهرگاه . الف  nγ 1 آنگاه+γ=γ n .  
wvهرگاه . ب  n

∗γ آنگاه ∗
+γ=γ 1n .  

  
HwHHwداريــم .  الــف .برهــان HH == DD هرگــاه yxγ 

2آنگاه
Hw)w,v( vxy وجـود دارد كـه       ∋ D∈   و wxx D∈ .   بـا

ــرض   ــتفاده از فـ wvاسـ nγ و wxvx n DD 1+γ و yx n 1+γ و در 
γ⊆γ+1نتيجه   n .               از طرف ديگر نيز به طريـق مـشابه برقـرار اسـت و

∗
+γ=γ 1n .  
  . مشابه قسمت قبل، حكم برقرار است. ب 
  
  



−∗كامل و−nγ هاي  ابر گروه nγ91                                                                   كامل  
 يــك ابــر گــروه اســت و بــه ازاي هــر H فــرض كنــيم .26 .5قــضيه 

2
Hn w)w,v(،wv ∈γ∗ .  2هرگــاه بــه ازاي

Hw)w,v(  داشــته ′′∋
w(v(باشيم   n ′γ∉′ ∗

−γ∗ يك ابر گروه H انگاه 1− n كامل يا ∗
+γ− 1n 

  .كامل است
  

 را بــه صــورت زيــر در نظــر ) D,H( ابــر گــروه .  الــف .27. 5مثــال 
  .گيريممي

c b a D 
c b a a 
c a,b  b b 

a,b  c c c  
  

ــورت ،  ــن صــ b,a{wH{در ايــ ــر   . = ــه ازاي هــ ــابراين بــ بنــ
2
Hw)w,v( ∈   ، wv n

∗γ   و )b(a ∗γ∉  n=2 به ازاي    Hپس   . 1

∗∗از طرف ديگر    . در شرايط قضيه قبل ، صدق مي كند          γ=γ=γ 2 . 
−γ∗ يك ابر گروه Hبنابراين    . كامل است2

)K,(ابر گروه . ب   .گيريما به صورت زير در نظر مي ر∗
  

d c b a *  
d c b a a 
c d a b b 

a,b a,b d c c 
a,b a,b c d d 

  

b,a{wK{در ايــــن صــــورت   ين بــــه ازاي هــــر  بنــــابرا. =
2
Hn w)w,v(،wv ∈γ∗   و )b(a ∗γ∉  بـه ازاي    K پس ابـر گـروه       1
2=n       از طـرف ديگـر      . كند     در شرايط قضيه قبل ، صدق ميdc 2γ 

−γ∗ يك ابر گروه Kبنابراين . برقرار نيست    . كامل است3
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